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نمره) ۰) پرسش۱
و A ∈ Mm×n(C) کنید فرض

S(A) = {X ∈ Mn×p(C) | AX = ۰}.
است. Mn×p(C) زیرفضای ͷی S(A) دهید نشان الف)

داریم k مثبت صحیح عدد هر برای دهید نشان ،m = n اگر ب)

S(A) ⊆ S(A۲) ⊆ · · · ⊆ S(Ak) ⊆ S(Ak+۱).

که طوری r مثبت صحیح عدد دارد وجود یعنͬ ͬ ماند؛ م ثابت بالاخره بالا افزایشͬ زیرفضای زنجیرۀ این دهید نشان ج)

S(Ar) = S(Ar+۱) = S(Ar+۲) = · · · .

پاسخ

اسͺالری c و X,Y ∈ S(A) اگر دهیم. نشان را اسͺالر ضرب و جمع به نسبت بودن بسته است کافͬ است زیرفضایی S(A) اینکه دادن نشان برای (الف)
آنگاه باشد، دلخواه

A(X + Y ) = AX +AY = ۰ + ۰ = ۰,
و

A(cX) = c(AX) = c · ۰ = ۰.
است. زیرفضا S(A) پس ،cX ∈ S(A) و X + Y ∈ S(A) بنابراین

آنگاه ،AkX = ۰ یعنͬ X ∈ S(Ak) اگر دارند. تعریف A توان های و است مربعͬ A آنگاه m = n اگر (ب)

Ak+۱X = A(AkX) = A · ۰ = ۰,

ͬ گیریم م استدلال همین تکرار با .S(Ak) ⊆ S(Ak+۱) ͬ دهد م نشان این .X ∈ S(Ak+۱) بنابراین

S(A) ⊆ S(A۲) ⊆ S(A۳) ⊆ · · · .

ابعاد دنبالۀ پس دارد، np متناهͬ بعدِ Mn×p(C) فضای است. Mn×p(C) از زیرفضایی S(Ak) مجموعه هر (ج)

dimS(A) ≤ dimS(A۲) ≤ dimS(A۳) ≤ · · ·

dimS(Ar) = که طوری r مثبت صحیح عدد دارد وجود پس ͬ شود. م محدود np توسط طبیعͬ بەطور که است غیرمنفͬ صحیح اعداد از صعودی دنبالۀ ͷی
ͬ شود م نتیجه برابرند، ابعاد و S(Ar) ⊆ S(Ar+۱) داریم که آنجا از .dimS(Ar+۱)

S(Ar) = S(Ar+۱).

ͬ آید م هم بەدنبال بعدی گام های برای استدلال همین اعمال با

S(Ar) = S(Ar+۱) = S(Ar+۲) = · · · ,

است. خواسته ادعای همان که

نمره) ۰) پرسش۲
کنید فرض

V =

{[
a b
c d

]
∈ M۲×۲(R)

∣∣∣∣ a+ d = ۰
}
.

است. M۲×۲(R) از زیرفضا ͷی V که دهید نشان
پاسخ

پس ،(a۲ + d۲) = ۰ و (a۱ + d۱) = ۰ آنگاه باشند، A,B ∈ V اگر .۲ .a = d = ۰ ⇒ a + d = ۰ زیرا دارد وجود V در صفر ماتریس .۱

بسته V پس .ca+ cd = c(a+ d) = ۰ داریم و cA =

[
ca cb
cc cd

]
آنگاه باشد، اسͺالر c اگر .۳ .A+B ∈ V بنابراین ،(a۱ + a۲) + (d۱ + d۲) = ۰

ͬ شود. م محسوب زیرفضا ͷی و است اسͺالر ضرب و جمع تحت

۱



بودن متناهͬ فرض آیا باشد. بقیه شامل آنها از ͬͺی اگر تنها و اگر است V زیرفضای V زیرفضاهای از متناهͬ تعدادی اجتماع کنید ثابت نمره) ۰) پرسش۳
است؟ لازم

پاسخ

آن عکس اثبات برای زیرفضاست. ͷی خود که بود خواهد زیرفضا همین برابر زیرفضاها همۀ اجتماع آنگاه باشد. بقیه شامل زیرفضاها از ͬͺی کنید فرض
ͬ کنیم. م استفاده استقرا از

که دارند وجود u, v ناصفر بردارهای بنابراین نباشد. شامل را دیͽری هیچ کدام کنید فرض .n = ۲ استقرا: پایۀ

v ∈ W۱, v /∈ W۲, u ∈ W۲, u /∈ W۱.

ولͬ باشد. آن در باید نیز u+ v آنگاه باشد، زیرفضا ͷی W۲ و W۱ اجتماع اگر

u+ v ∈ W۱ ∪W۲ ⇒ u+ v ∈ W۱ ∨ u+ v ∈ W۲.

باز که ،v = (u+ v)− u ∈ W۲ آنگاه ،u ∈ W۲ و u+ v ∈ W۲ اگر است. تناقض که ،u = (u+ v)− v ∈ W۱ آنگاه ،v ∈ W۱ و u+ v ∈ W۱ اگر
ͬ شود. م ثابت استقرا پایۀ بنابراین است. تناقض هم

زیرفضاها این کنید فرض ͬ کنیم. م ثابت زیرفضا n + ۱ برای اکنون باشد. برقرار سؤال حͺم زیرفضا n از مجموعەای هر برای کنید فرض استقرا. گام
دیͽری شامل هیچͺدام و باشد زیرفضا ͷی زیرفضا n+ ۱ این همۀ اجتماع یعنͬ نباشد؛ برقرار حͺم کنید فرض و بزنید خلف برهان باشند. W۱, . . . ,Wn+۱

نباشد.
ادعا:

Wn+۱ ̸⊆
n⋃

j=۱
Wj و

n⋃
j=۱

Wj ̸⊆ Wn+۱.

صورت این در .Wn+۱ ⊆
⋃n

j=۱ Wj کنید فرض ادعا: اثبات

n⋃
j=۱

Wj =

n+۱⋃
j=۱

Wj ,

طوری که ۱ ≤ i ≤ n دارد وجود استقرا فرض طبق بنابراین است، شده زیرفضا ͷی W۱, . . . ,Wn زیرفضا n اجتماع ⋃یعنͬ
۱≤j≤n
j ̸=i

Wj ⊆ Wi

را دیͽری هیچ کدام اینکه اولیۀ فرض با که ͬ شود م زیرفضاها همۀ شامل Wi پس .Wi =
⋃n+۱

j=۱ Wj درنتیجه و
⋃n

j=۱ Wj = Wi ͬ شود م نتیجه آن از که
است. نادرست Wn+۱ ⊆

⋃n
j=۱ Wj فرض بنابراین است. تناقض در ͬ شود نم شامل

ͬ شود. م ثابت ادعا این گونه ͬ کند. م ایجاد تناقض دوباره که ͬ شود م شامل را همه Wn+۱ آنگاه
⋃n

j=۱ Wj ⊆ Wn+۱ اگر مشابه بەطور
دارند: وجود بردار دو که ͬ شود م نتیجه اثبات شده ادعای از

∃ v ̸= ۰ که v ∈ Wn+۱, v /∈
n⋃

j=۱
Wj ,

و

∃w ̸= ۰ که w ∈
n⋃

j=۱
Wj , w /∈ Wn+۱.

بردارهای همۀ بنابراین باشد، زیرفضا شده فرض
⋃n

j=۱ Wj طرفͬ از

w, w + v, w + ۲v, . . . , w + nv

v ∈ Wn+۱ که آن جا از w + cv ∈ Wn+۱ باشیم داشته c ∈ R برای اگر زیرا ندارند؛ قرار Wn+۱ در بردارها این از ͷهیچ ی دیͽر طرف از دارند. قرار آن در
دارد. تناقض w /∈ Wn+۱ با که ،w = (w + cv)− cv ∈ Wn+۱ داشت خواهیم

مختلف عدد دو کبوتری، لانۀ اصل طبق نیستند. Wn+۱ در هیچ کدام اما دارند قرار
⋃n

j=۱ Wj در (c = ۰, ۱, . . . , n (برای w + cv بردارهای همۀ پس
طوری که به (۱ ≤ i ≤ n (که i اندیس و ۱ ≤ s < t ≤ n با دارند وجود t و s

w + sv ∈ Wi, w + tv ∈ Wi.

نتیجه در
(t− s)v = (w + tv)− (w + sv) ∈ Wi.

ͬ انجامد م تناقض به خلف فرض بنابراین دارد. تناقض بود،
⋃n

j=۱ Wj از خارج که v انتخاب با که ،v ∈ Wi ⊆
⋃n

j=۱ Wj بنابراین ،t− s ̸= ۰ که آن جا از
است. برقرار نیز n+ ۱ برای حͺم و

از که خطوطͬ همۀ را زیرفضاها و R۲ صفحه برابر را V فضای نامتناهͬ، حالت در متناقض نمونۀ بەعنوان است. لازم زیرفضاها مجموعۀ بودن متناهͬ فرض̞
زیرفضاست. ͷی خود که است R۲ برابر آن ها تمام اجتماع ولͬ ͬ کند، نم شامل را دیͽری خطوط این از هیچ کدام بͽیرید. نظر در ͬ گذرند م مبدا

۲



نمره) ۰) پرسش۴

شود: تعریف زیر صورت به آن ها جمع و باشند V برداری فضای از فضاهایی زیر W۲ و W۱ کنید فرض

W۱ +W۲ = {w۱ + w۲ | w۱ ∈ W۱, w۲ ∈ W۲ }.

است: برقرار زیر رابطەی و هستند V زیر فضاهای W۱ +W۲ و W۱ ∩W۲ که دهید نشان (الف)

W۱ ∩W۲ ⊆ W۱ ∪W۲ ⊆ W۱ +W۲.

دهید. توضیح هندسͬ صورت به را (الف) قسمت شمول های ͬ گذرند، م xy صفحەی در مختصات مبدأ از که خطͬ دو از استفاده با (ب)

است؟ V زیر فضای ͷی W۱ ∪W۲ اجتماع زمانͬ چه (ج)

،W۱ ∪W۲ ⊆ S بەطوری که باشد V از زیر فضایی S اگر یعنͬ ͬ باشد؛ م W۱ ∪W۲ شامل که است V زیر فضای کوچͷ ترین W۱ +W۲ که دهید نشان (د)
.W۱ +W۲ ⊆ S داریم آنگاه

پاسخ

پس ،u + v, αu ∈ W۱ ∩ W۲ آنگاه α ∈ F و u, v ∈ W۱ ∩ W۲ اگر و ۰ ∈ W۱ ∩ W۲ آنگاه باشند. V زیرفضاهای W۱,W۲ کنید فرض (الف)
و x + y = (w۱ + w′

۱) + (w۲ + w′
۲) آنگاه wi, w

′
i ∈ Wi با y = w′

۱ + w′
۲ و x = w۱ + w۲ اگر مشابه طور به زیرفضاست. W۱ ∩ W۲

.W۱ ∩W۲ ⊆ W۱ ∪W۲ ⊆ W۱ +W۲ که است واضح همچنین زیرفضاست. نیز W۱ +W۲ پس ،αx = (αw۱) + (αw۲)

است. xy صفحەی کل W۱ +W۲ و W۱ ∩W۲ = {۰} صورت این در باشند. y = x خط و x محور بەترتیب W۲ و W۱ کنید فرض (ب)

دیͽری در ͬͺی که است زیرفضا زمانͬ تنها زیرفضا دو اتحاد باشند. y و x محورهای بەترتیب W۲ و W۱ اگر مثلا́ نیست؛ زیرفضا W۱ ∪W۲ کلͬ بەطور (ج)
بود. خواهد W۱ ∪W۲ = W۱ +W۲ صورت این در ،W۲ ⊆ W۱ یا W۱ ⊆ W۲ یعنͬ باشد، شامل

پس دارد، قرار S در w۲ ∈ W۲ و w۱ ∈ W۱ با w۱ + w۲ فرم از بردار هر صورت این در دربرگیرد، را W۲ و W۱ که باشد زیرفضایی S اگر (د)
است. W۱ +W۲ ⊆ S

نمره) ۰) پرسش۵
چنان که بیاورید V برداری فضای ͷی از W۱,W۲,W۳ زیرفضای سه از مثالͬ

W۱ ∩ (W۲ +W۳) ̸= (W۱ ∩W۲) + (W۱ ∩W۳).

باشند. y = x خط و y ،x محورهای بەترتیب W۳ و W۲ ،W۱ کنید فرض نقض، مثال بەعنوان پاسخ

نمره) ۰) پرسش۶

اگر است زوج f ͬ گوییم م .f ∈ C(R) کنید فرض
f(−x) = f(x) ∀x ∈ R,

اگر است فرد f و
f(−x) = −f(x) ∀x ∈ R.

همچنین و هستند C(R) از زیرفضاهایی W۲ و W۱ که دهید نشان باشند. R روی فرد پیوستۀ توابع و زوج پیوستۀ توابع مجموعۀ بەترتیب W۲ و W۱ کنید فرض
دهید نشان

C(R) = W۱ ⊕W۲.

است.) حقیقͬ اعداد روی پیوسته توابع تمام دهنده نشان C(R))
پاسخ

داریم: r ∈ R هر برای صورت این در باشند. زوج توابع g و f کنید فرض

(f + rg)(−x) = f(−x) + rg(−x) = f(x) + rg(x) = (f + rg)(x),

نوشت: ͬ توان م f ∈ C(R) هر برای اکنون است. زیر فضا ͷی نیز W۲ مشابه، بەطور است. زیر فضا ͷی W۱ نتیجه در و f + rg ∈ W۱ بنابراین

f = fe + fo,

آن: در که
fe =

۱
۲
(f(x) + f(−x)), fo =

۱
۲
(f(x)− f(−x)).

هستند. فرد نه و زوج نه که دارند وجود زیادی توابع .C(R) = W۱ ⊕W۲ پس .W۱ ∩W۲ = {۰} بەوضوح و C(R) = W۱ +W۲ نتیجه در

۳



نمره) ۰) پرسش۷

ببرید: (RREF) کاهش یافته سطری فرم به را آن است. شده داده زیر ماتریس

A =


۲ ۱ −۱ ۴
۱ −۱ ۲ ۱۲
۲ ۲ −۱ ۹


پاسخ

ͬ کنیم: م اول سطر جایͽزین را اول سطر نصف ابتدا

۱
۲
R۱ → R۱ ⇒

۱ ۱
۲ − ۱

۲ ۲
۱ −۱ ۲ ۱۲
۲ ۲ −۱ ۹


شود: صفر اول سطر در جز به اول ستون که ͬ دهیم م تغییر طوری را سوم و دوم سطرهای سپس

−R۱ +R۲ → R۲, −۲R۱ +R۳ → R۳ ⇒

۱ ۱
۲ − ۱

۲ ۲
۰ − ۳

۲
۵
۲ ۱۰

۰ ۱ ۰ ۵


شود: ۱ برابر دوم محور تا ͬ کنیم م ضرب − ۲

۳ ضریب در را دوم سطر

− ۲
۳R۲ → R۲ ⇒

۱ ۱
۲ − ۱

۲ ۲
۰ ۱ − ۵

۳ − ۲۰
۳

۰ ۱ ۰ ۵


ͬ کنیم: م کم دوم سطر با را سوم سطر اکنون

−R۲ +R۳ → R۳ ⇒

۱ ۱
۲ − ۱

۲ ۲
۰ ۱ − ۵

۳ − ۲۰
۳

۰ ۰ ۵
۳

۳۵
۳


ͬ کنیم: م ضرب ۳

۵ در را سوم سطر و

۳
۵R۳ → R۳ ⇒

۱ ۱
۲ − ۱

۲ ۲
۰ ۱ − ۵

۳ − ۲۰
۳

۰ ۰ ۱ ۷


داریم: معکوس جایͽذاری با حال

x۳ = ۷, x۲ = ۵, x۱ = ۳

با: است برابر کاهش یافته سطری فرم نتیجه ۱در ۰ ۰ ۳
۰ ۱ ۰ ۵
۰ ۰ ۱ ۷



کنید. حل پلͺانͬ سطری یافته کاهش فرم تشͺیل ͷکم به را ها آن و و بنویسید یافته افزایش ماتریس شͺل به را زیر معادلات نمره) ۰) پرسش۸
الف) x۱ + ۲x۲ − x۳ = ۲

۲x۱ − ۴x۲ + x۳ = ۴
x۱ − x۲ − x۳ = −۷

ب) x۱ − ۴x۲ + ۵x۳ = ۴
x۱ + x۲ + x۳ = ۸

−۳x۱ + ۱۲x۲ − ۱۵x۳ = ۱۰

است: زیر شͺل به ماتریس کاهش یافته فرم (الف) پاسخ

۴



 ۱ ۰ ۰ ۴
۰ ۱ ۰ ۳
۰ ۰ ۱ ۸


x۱ = ۴, x۲ = ۳, x۳ = ۸

است: زیر شͺل به ماتریس کاهش یافته فرم (ب) ۱ ۰ ۹
۵

۳۶
۵

۰ ۱ − ۴
۵

۴
۵

۰ ۰ ۰ ۲۲


ندارد. جواب و است ناسازگار معادله که ͬ شویم م متوجه بالا ماتریس روی از

۵


