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باشد. داشته بردار سه از بیش ͬ تواند نم R۳ از مستقلͬ خطͬ زیرمجموعه هیچ که دهید نشان (الف) ۱ پرسش
ͬ شود. نم بردار سه از کمتر شامل R۳ از کننده اسپن زیرمجموعه هیچ که دهید نشان (ب)

زیر: شͺل به توابعͬ فضای یعنͬ باشد، ۲ حداکثر درجه با R به R از چندجملەا ی توابع تمام (حقیقͬ) ۱ برداری فضای V کنید فرض ۲ پرسش

f(x) = c۰ + c۱x+ c۲x
۲.

باشند: شده تعریف زیر توابع و باشد ثابت حقیقͬ عدد ͷی t کنید فرض همچنین

g۱(x) = ۱, g۲(x) = x+ t, g۳(x) = (x+ t)۲.

است. V برای پایه ͷی B = {g۱, g۲, g۳} که کنید ثابت
اگر

f(x) = c۰ + c۱x+ c۲x
۲

چیست؟ B مرتب شده۲ پایۀ در f مختصات باشد،

کنید: فرض ۳ پرسش
A ∈ Rm×n

کنید: فرض است. k با برابر آن نالیتͬ و است حقیقͬ ماتریس ͷی که

{v۱, v۲, . . . , vk}

بردارهای افزودن با را مجموعه این است. A نال فضای برای پایەای

{w۱, w۲, . . . , wn−k}

بەطوری که: دهید، گسترش Rn برای پایەای به
B = {v۱, . . . , vk, w۱, . . . , wn−k}

باشد. Rn برای پایه ͷی
دهید: پاسخ زیر سوالات به

در w بردار ͷی اگر کنید ثابت (الف)
X = span{w۱, . . . , wn−k}

باشد: برقرار رابطه این در

Aw = ۰

باشد. صفر بردار باید w آنگاه
مجموعه کنید ثابت (ب)

{Aw۱, Aw۲, . . . , Awn−k}

که: بͽیرید نتیجه و ͬ دهد م تشͺیل A ستون های فضای برای پایه ͷی

dim(ⅽoⅼ(A)) = n− k

مجموعه آنگاه باشد، خطͬ مستقل {v۱, v۲, . . . , vk} مجموعه اگر که کنید ثابت باشند. Rn در بردارهایی v۱, v۲, . . . , vk کنید فرض ۴ پرسش
باشد. فرد k اگر تنها و اگر است خطͬ مستقل {v۱ + v۲, v۲ + v۳, . . . , vk + v۱}

V ector Space۱

OrderedBasis۲

۱



باشند: صورت اين به آنها از هایی تركيب u۱, u۲, ..., un باشند،و V برداری فضای در خطͬ مستقل بردارهای از ای مجموعه v۱, v۲, ..., vm اگر ۵ پرسش

uk =

m∑
i=۱

aikvi, ∀ ∈ k = ۱, ۲, . . . , n

است. خطͬ وابسته مجموعه يك {u۱, u۲, ...un} باشد، n > m اكر كنيد ثابت آنگاه

کنید: رد یا اثبات را زیر گزاره باشند. موجود Bm×k و Am×n ماتریس های کنید فرض ۶ پرسش

است). B و A افزوده۳ ماتریس A
...B از (منظور Rank(A) = Rank(A

...B) اگر تنها و اگر ،AX = B که طوری به دارد وجود X مانند ماتریسͬ

اعداد r۱ < r۲ < ... < rn كنيد باشد.فرض حقيقͬ ضرايب با n از كمتر درجه با هایی ای چندجمله برداری فضای V := R[t]n كنيد فرض ۷ پرسش
مͬ يك برابر ri در و شود مͬ صفر برابر ri جز به ها rj تمام در كه دارد وجود فرد منحصربه ای چندجمله يك i هر برای دهيد باشند،نشان دلخواهͬ حقيقͬ

دهند. مͬ تشͺيل V برای را پايه يك f۱, f۲, ..., fn دهيد نشان سپس و دهيد ارائه fi برای صريح فرمول يك شود.

یعنͬ: است. A رنک با برابر ATA رنک که کنید ثابت باشد. M ×N ماتریس ͷی A کنید فرض ۸ پرسش

nuⅼⅼ(ATA) = nuⅼⅼ(A)

در که A = BC که طوری به دارند وجود C و B ماتریس های آنگاه باشد، rank(A) = r اگر کنید ثابت باشد. n× n ماتریس ͷی A کنید فرض ۹ پرسش
است. r × n ماتریس ͷی C و n× r ماتریس ͷی B آن

است: برقرار زیر نامساوی کنید ثابت آنگاه باشد، rank(A) = r اگر باشد. n× n ماتریس ͷی A کنید فرض ۱۰ پرسش

rank(A۲) ≥ ۲r − n.

برداری معادله زیرا وابستەاند هم به R۳ از بردار چهار هر (الف) ۱ پاسخ x۱
y۱
z۱

 c۱ +

 x۲
y۲
z۲

 c۲ +

 x۳
y۳
z۳

 c۳ +

 x۴
y۴
z۴

 c۴ =

 ۰
۰
۰


آن: در که ͬ شود م خطͬ معادلات سیستم ͷی ایجاد به منجر

x۱c۱ + x۲c۲ + x۳c۳ + x۴c۴ = ۰, y۱c۱ + y۲c۲ + y۳c۳ + y۴c۴ = ۰, z۱c۱ + z۲c۲ + z۳c۳ + z۴c۴ = ۰.

هر برای استدلال (این دارد. non−triviaⅼ یا غیربدیهͬ های پاسخ بنابراین معادله، سه تنها ولͬ دارد مجهول چهار و دارد حل بنابراین و است همͽن سیستم این
ͬ کند.) م صدق بردارها بیشتر یا چهار با R۳ از زیرمجموعه

داریم: را x۱, . . . , z۲ کنید فرض کنیم. بررسͬ را برداری دو حالت فقط کافیست اینجا در (ب)

S =


 x۱

y۱
z۱

 ,

 x۲
y۲
z۲


اسپن در ها بردار کدام ببینیم تا بنویسیم اگر پس x

y
z


معادله: هستند، S

c۱

 x۱
y۱
z۱

+ c۲

 x۲
y۲
z۲

 =

 x
y
z


دهیم مͬ کاهش را حاصل سیستم سپس و ͬ نویسیم م را

x۱c۱ + x۲c۲ = x

y۱c۱ + y۲c۲ = y

z۱c۱ + z۲c۲ = z

شͺل به رابطەای پایین ردیف در ͬ رسد، م پایان به گوس روش وقتͬ بنابراین معادله، سه اما داریم c۲ و c۱ متغیر دو اینجا در

m۱x+m۲y +m۳z = ۰

شود شامل را R۳ تمام ͬ تواند نم اسپن رو، این از کنند. رعایت را ها قید برخͬ باید S عنصری دو مجموعه اسپن در موجود بردارهای بنابراین، داشت. خواهیم
است. تعمیم قابل سه از کمتر های وکتور به موضوع این بدیهتا کند، نظر صرف میͺنند سرپیچͬ ما نهایی قیود از که عواملͬ از است ناچار و

augmented matrix۳

۲



اینکه به توجه با ۲ پاسخ

x۲ = ((x+ t)− t)۲ = (x+ t)۲ − ۲t(x+ t) + t۲ و x = x+ t− t,

داریم:

f(x) = c۲(x+ t)۲ + (c۱ − ۲tc۲)(x+ t) + (c۰ − tc۱ + t۲c۲).

از: عبارتند ترتیب به B پایه به نسبت f مختصات است. پایه ͷی B نتیجه در و ͬ کند م اسپن را V فضای B بنابراین،

(
c۲, c۱ − ۲tc۲, c۰ − tc۱ + t۲c۲

)
.

نیست برقرار Aw = ۰ رابطه در w ∈ X ناصفر بردار هیچ که این دادن نشان (الف) ۳ پاسخ

که: بەطوری نوشت، x = v + w شͺل به یͺتایی بەصورت ͬ توان م را x ∈ Rn بردار هر :Rn در بردارها ͷتفکی

(A ماتریس نال (فضای v ∈ span{v۱, . . . , vk} ●
w ∈ X = span{w۱, . . . , wn−k} ●

ͬ شود، م نگاشت صفر بردار به A توسط که برداری هر تعریف، طبق .Aw = ۰ باشیم داشته w ∈ X برداری برای کنید فرض :Aw = ۰ و w ∈ X فرض
دارد. قرار span{v۱, . . . , vk} در هم و X در هم w بنابراین، دارد. قرار A نال فضای در

است. صفر بردار زیر فضا دو این میان مشترک بردار تنها است، X و span{v۱, . . . , vk} مستقیم جمع Rn که آنجا از مستقیم: جمع خاصیت از استفاده
بود. خواهد w = ۰ نتیجه، در

است A ستونͬ فضای برای پایه ͷی {Aw۱, . . . , Awn−k} که این اثبات (ب)

که: بەطوری دارند وجود c۱, c۲, . . . , cn−k ضرایب کنید فرض خطͬ: استقلال دادن نشان

c۱(Aw۱) + c۲(Aw۲) + · · ·+ cn−k(Awn−k) = ۰

نوشت: ͬ توان م ماتریسͬ، ضرب توزیع پذیری خاصیت از استفاده با

A(c۱w۱ + c۲w۲ + · · ·+ cn−kwn−k) = ۰

که آنجا از است. w = ۰ که ͬ گیریم م نتیجه (الف)، بخش طبق .Aw = ۰ و است w ∈ X آنگاه باشد، w = c۱w۱ + c۲w۲ + · · · + cn−kwn−k اگر
است. خطͬ مستقل {Aw۱, . . . , Awn−k} مجموعه بنابراین، باشند. صفر باید c۱, c۲, . . . , cn−k ضرایب تمام است، X برای پایه ͷی {w۱, . . . , wn−k}

که بەطوری دارد وجود x ∈ Rn برداری تعریف، طبق بͽیرید. نظر در A ستونͬ فضای در را y دلخواه بردار ͷی (Spanning): پوشش دهͬ دادن نشان
نوشت: زیر شͺل به ͬ توان م را x بردار .y = Ax

x = α۱v۱ + · · ·+ αkvk + β۱w۱ + · · ·+ βn−kwn−k

نتیجه: در
Ax = α۱Av۱ + · · ·+ αkAvk + β۱Aw۱ + · · ·+ βn−kAwn−k

بنابراین: .i تمام برای Avi = ۰ داریم دارد، قرار A نال فضای در vi هر که آنجا از

Ax = β۱Aw۱ + · · ·+ βn−kAwn−k

ͬ دهند. م پوشش را A ستونͬ فضای بردارها این دیͽر، عبارت به است. Aw۱, . . . , Awn−k بردارهای از خطͬ ترکیبی y که ͬ دهد م نشان این
برای پایه ͷی مجموعه این ͬ دهد، م پوشش را A ستونͬ فضای هم و است خطͬ مستقل هم {Aw۱, . . . , Awn−k} مجموعه که آنجا از نتیجەگیری:

نتیجه: در ͬ دهد. م تشͺیل A ستونͬ فضای
dim(ⅽoⅼ(A)) = n− k

کنیم: اثبات ͬ خواهیم م ۴ پاسخ

است. خطͬ مستقل {v۱ + v۲, v۲ + v۳, . . . , vk + v۱} مجموعه باشد، فرد k اگر ●
است. خطͬ وابسته {v۱ + v۲, v۲ + v۳, . . . , vk + v۱} مجموعه باشد، زوج k اگر ●

۳



است فرد k اول: بخش

است. خطͬ مستقل {v۱ + v۲, v۲ + v۳, . . . , vk + v۱} مجموعه که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. فرد عددی k کنید فرض

بͽیرید: نظر در را زیر معادله
c۱(v۱ + v۲) + c۲(v۲ + v۳) + · · ·+ ck(vk + v۱) = ۰

دهیم: نشان که است این ما هدف هستند. اسͺالر c۱, c۲, . . . , ck آن در که

c۱ = c۲ = · · · = ck = ۰

ͬ کنیم: م بازنویسͬ را معادله

(c۱ + ck)v۱ + (c۱ + c۲)v۲ + (c۲ + c۳)v۳ + · · ·+ (ck−۱ + ck)vk = ۰

داریم: را زیر معادلات سیستم بنابراین، باشد. صفر باید بردار هر ضرایب است، خطͬ مستقل {v۱, v۲, . . . , vk} مجموعه که آنجا از

c۱ + ck = ۰
c۱ + c۲ = ۰
c۲ + c۳ = ۰
...
ck−۱ + ck = ۰

دارد: همراه به را زیر نتایج روند این ادامه .c۲ = −c۱ ͬ دهد م دوم معادله در جایͽذاری .ck = −c۱ داریم اول معادله از

c۳ = −c۲ = c۱, c۴ = −c۳ = −c۱, . . . , ck = (−۱)k−۱c۱

بنابراین: .ck = −c۱ ͬ دانیم م اول معادله از اما .ck = c۱ پس ،(−۱)k−۱ = ۱ داریم است، فرد k چون

c۱ = −c۱ =⇒ c۱ = ۰

ͬ گیریم: م نتیجه معادلات، سیستم در c۱ = ۰ جایͽذاری با

c۲ = ۰, c۳ = ۰, . . . , ck = ۰

است. خطͬ مستقل باشد، فرد k که حالتͬ در {v۱ + v۲, v۲ + v۳, . . . , vk + v۱} مجموعه پس

است زوج k دوم: بخش

است. خطͬ وابسته {v۱ + v۲, v۲ + v۳, . . . , vk + v۱} مجموعه که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. زوج عددی k کنید فرض

بͽیرید: نظر در را زیر معادله
c۱(v۱ + v۲) + c۲(v۲ + v۳) + · · ·+ ck(vk + v۱) = ۰

ͬ کنیم: م بازنویسͬ را معادله اول، بخش مانند

(c۱ + ck)v۱ + (c۱ + c۲)v۲ + (c۲ + c۳)v۳ + · · ·+ (ck−۱ + ck)vk = ۰

داریم: را زیر معادلات سیستم ،{v۱, v۲, . . . , vk} خطͬ استقلال به توجه با

c۱ + ck = ۰
c۱ + c۲ = ۰
c۲ + c۳ = ۰
...
ck−۱ + ck = ۰

ͬ یابد: م ادامه روند این و c۲ = −c۱ سپس .ck = −c۱ داریم اول معادله از دوباره

c۳ = c۱, c۴ = −c۱, . . . , ck = (−۱)k−۱c۱

ͬ سازد. م سازگار را سیستم که ،ck = −c۱ نیز اول معادله از .ck = −c۱ پس ،(−۱)k−۱ = −۱ است، زوج k چون
حالت: این در کنیم. انتخاب را c۱ = ۱ ͬ توانیم م

c۲ = −۱, c۳ = ۱, c۴ = −۱, . . . , ck = −۱

داریم: غیربدیهͬ خطͬ ترکیب این

۱(v۱ + v۲)− ۱(v۲ + v۳) + ۱(v۳ + v۴)− · · · − ۱(vk + v۱) = ۰

است. خطͬ وابسته باشد، زوج k که حالتͬ در {v۱ + v۲, v۲ + v۳, . . . , vk + v۱} مجموعه بنابراین،

۴



: بنويسيم توانيم مͬ ابتدا در ۵ پاسخ
U = AV

آن: در که

A =

a۱۱ . . . a۱m
...

. . .
...

an۱ . . . anm

 , V =

v
T
۱
...
vTm


بنويسم: را زير رابطه u۱, ...un بردارهای بودن خطͬ مستقل يا و وابسته بررسͬ برای توانيم مͬ پس حال

n∑
i=۱

ciui = ۰.

كنيم: بازنويسͬ صورت اين به را آن توان مͬ و
n∑

i=۱
ciui =

n∑
i=۱

ci

m∑
j=۱

aijvj = ۰.

نوشت: ͬ توان م جمع ها، ترتیب تغییر با
n∑

i=۱

m∑
j=۱

ciaijvj = ۰ →
m∑
j=۱

vj

n∑
i=۱

ciaij = ۰

داریم: ،۱ ≤ j ≤ m هر برای پس
n∑

i=۱
ciaaij = ۰.

اين بنابراين دارد وجود آن برای نابديهͬ جواب حتما است بيشتر معادلات تعداد از ها مجهول تعداد چون و داريم مجهول n و معادله m كه گيريم مͬ نتيجه پس
هستند. خطͬ وابسته بردارها

ͬ کنیم. م اثبات را شده داده گزاره ۶ پاسخ
ͬ دهیم. م نشان Bi, Xi, Ai با ترتیب به را B,X,A ماتریس های iام ستون

یعنͬ: ͬ شود. م حاصل X iام ستون در A ضرب از B iام ستون .AX = B که طوری به باشد موجود Xای ͬ کنیم م فرض

AXi = Bi

بنابراین است. A ستون های از خطͬ ترکیب ͷی B ماتریس ستون هر پس .(Xi در موجود ضرایب (با است A ستون های از خطͬ ترکیب ͷی AXi طرفͬ از
یعنͬ: ندارد. تفاوتͬ A ماتریس ستونͬ فضای با بͽیریم، نظر در را حاصل ماتریس ستونͬ فضای و افزوده) (ماتریس بچسبانیم A ماتریس به را B ماتریس اگر

Im(A) = Im(A
...B) ⇒ Dim(Im(A)) = Dim(Im(A

...B)) ⇒ Rank(A) = Rank(A
...B)

ͬ گیریم. م نظر در A ماتریس ستونͬ فضای برای u۱, u۲, ..., ur مانند پایەای .Rank(A) = Rank(A
...B) = r ͬ کنیم م فرض حال

نوشت. u۱, u۲, ..., ur از ͬ ای خط ترکیب صورت به توان مͬ را Bi هر ͬ کنیم م اثبات
یعنͬ: ͬ اند. خط مستقل u۱, u۲, ..., ur, Bi صورت این در نباشد. این طور ͬ کنیم م فرض ͬ کنیم. م استفاده خلف برهان از

c۱u۱ + c۲u۲ + ...+ crur + αBi = ۰ ⇒ c۱ = c۲ = ... = cr = α = ۰

معادله به (۶ (پاسخ عبارت در α = ۰ جایͽذاری با است. خلف فرض خلاف که نوشت u۱, u۲, ..., ur برحسب را Bi ͬ توان م ،α ̸= ۰ اگر زیرا

c۱ = c۲ = ... = بنابراین .c۱ = c۲ = ... = cr = ۰ و هستند خطͬ مستقل ͬ دهند، م تشͺیل پایه ͷی u۱, u۲, ..., ur چون ͬ رسیم. م
r∑

i=۱
ciui = ۰

.cr = α = ۰

ثابت پس است. تناقض که Rank(A
...B) ≥ Rank(A) + ۱ که گرفت نتیجه ͬ توان م باشند، خطͬ مستقل u۱, u۲, ..., ur, Bi بردارهای اگر حال

ͬ توان م را Bi هر است، A ستونͬ فضای برای پایه ͷی u۱, u۲, ..., ur چون نوشت. u۱, u۲, ..., ur از ͬ ای خط ترکیب صورت به ͬ توان م را Bi هر که ͬ شود م
نوشت. A۱, A۲, ..., An از ͬ ای خط ترکیب صورت به

رابطه در ͬ شود، م تعریف


ci۱
ci۲
...
cin

 صورت به آن iام ستون که X ماتریس صورت این در .Bi = ci۱A۱ + ci۲A۲ + ... + cinAn ͬ کنیم م فرض

ͬ کند. م صدق AX = B

۵



كنيم: بيان را زير صريح رابطه توانيم مͬ ۷ پاسخ

fi(t) =

n∏
j=۱
j ̸=i

t− rj
ri − rj

را V برای آن بودن پايه خواهيم مͬ حال شود. مͬ يك با برابر ri نقطه در و شود مͬ صفر برابر r۱, ...rn نقاط همه در تابع اين است مشحص كه همانطور
شوند. بررسͬ پوشایندگͬ و خطͬ استقلال ویژگͬ دو باید {f۱, f۲, . . . , fn} توابع مجموعه بودن پایە بررسͬ برای كنيم. اثبات

خطͬ: استقلال .۱
باشد: صفر برابر زیر خطͬ ترکیب کنیم فرض

c۱f۱(t) + c۲f۲(t) + · · ·+ cnfn(t) = ۰.

داریم: i ∈ ۱ ≤ i ≤ m هر برای t = ri جایͽذاری با

c۱f۱(ri) + c۲f۲(ri) + · · ·+ cnfn(ri) = ۰.

ͬ آوریم: م دست به صورت)، این غیر در صفر و i = j اگر fi(rj) = ۱ (یعنͬ fi(rj) = δij که آنجایی از

ci = ۰ ∀i ∈ ۱ ≤ i ≤ m

است. خطͬ مستقل {f۱, f۲, . . . , fn} مجموعه پس
برای دیͽر، عبارت به نوشت. fi توابع خطͬ ترکیب صورت به ͬ توان م را V فضای در ρ(t) دلخواه چندجملەای هر كه دهيم نشان بايد پوشایندگͬ: .۲

داریم: ،a۱, a۲, . . . , an مناسب ضرایب

ρ(t) =

n∑
i=۱

p(ri)fi(t).

داریم: t = rj جایͽذاری با

ρ(rj) =

n∑
i=۱

p(ri)fi(rj).

ͬ گیریم: م نتیجه ،fi(rj) = δij چون
ρ(rj) = p(rj),

گفت توان مͬ پس هستند n از كمتر بادرجه هایی ای هردوچندجمله و هستند برابر متمايز نقطه n در خطͬ تركيب و
∑n

i=۱ p(ri)fi(t) ρ(t) كه آنجایی از
. نوشت f۱, f۲, ...fn از خطͬ تركيب صورت به توان مͬ را t ∈ V هر گيریم مͬ نتيجه پس هستند برابر هم با ای جمله چند دو اين

دهند. تشͺيل V برای را پايه يك توانند مͬ {f۱, f۲, ...fn} كه گيريم مͬ نتيجه پس

:nuⅼⅼ(A) ⊆ nuⅼⅼ(ATA) که دهید نشان .۱ ۸ پاسخ

.(x ∈ nuⅼⅼ(A) (یعنͬ Ax = ۰ که باشد دلخواه بردار ͷی x کنید فرض ●
.ATAx = AT (Ax) = AT ۰ = ۰ بنابراین، ●

.nuⅼⅼ(A) ⊆ nuⅼⅼ(ATA) که: ͬ دهد م نشان این .x ∈ nuⅼⅼ(ATA) بنابراین، ●

:nuⅼⅼ(ATA) ⊆ nuⅼⅼ(A) که دهید نشان .۲

.(x ∈ nuⅼⅼ(ATA) (یعنͬ ATAx = ۰ که باشد دلخواه بردار ͷی x کنید فرض ●
برسیم. xTATAx = ۰ به تا ͬ کنیم م ضرب xT با چپ سمت از را ATAx = ۰ معادله ●

.xTATAx = (Ax)T (Ax) =
∑m

i=۱((Ax)i)
۲ که کنید توجه ●

جمله هر که است این باشد صفر ͬ تواند م آنها مجموع که راهͬ تنها منفͬ)، غیر بنابراین (و است حقیقͬ عدد ͷی از مربعͬ ((Ax)i)
۲ جمله هر که آنجا از ●

.(Ax)i = ۰ ،i = ۱, ۲, ...,m هر برای دیͽر، عبارت به شود. صفر برابر
.nuⅼⅼ(ATA) ⊆ nuⅼⅼ(A) ͬ کند: م اثبات که ،Ax = ۰ یعنͬ است، صفر بردار Ax که است معنͬ این به این ●

نتیجەگیری
که: ͬ گیریم م نتیجه ،nuⅼⅼ(ATA) ⊆ nuⅼⅼ(A) و nuⅼⅼ(A) ⊆ nuⅼⅼ(ATA) که دادەایم نشان که آنجا از

nuⅼⅼ(ATA) = nuⅼⅼ(A)

شد. کامل اثبات این

۶



مستقل ستون r از خطͬ ترکیبات صورت به ͬ توان م را A ستون های بنابراین، ͬ باشد. م r برابر A ۴ ستونͬ فضای بعد است، rank(A) = r که آنجا از ۹ پاسخ
نوشت. خطͬ

باشند. A از ستون r اولین کنید فرض مسئله، کلیت از کاستن بدون کنید. انتخاب A از خطͬ مستقل ستون r حال
ͬ کنیم: م تعریف زیر شͺل به r × n ابعاد با نیز را C ماتریس

C = [Ir ۰]

هست. r × r همانͬ ماتریس Ir آن در که
باشد: A انتخاب شده ستون  r از متشͺل n× r ماتریس B کنید فرض

B = ACT

داریم:

A = AIn = A

[
CT

۰

]
= (ACT )C = BC

ͬ شود. م کامل اثبات و شدند پیدا c و B ماتریس دو درنتیجه

داریم: خاص بەطور است. مرتبط ۵ A تهͬ فضای با A ستونͬ فضای اشتراک بعد و A رتبەی با A۲ رتبەی ۱۰ پاسخ

rank(A۲) = rank(A)− dim(ⅽoⅼ(A) ∩ nuⅼⅼ(A)),

آن: در که

،A ستونͬ فضای :ⅽoⅼ(A) ●
،A تهͬ فضای :nuⅼⅼ(A) ●

A تهͬ فضای و ستونͬ فضای اشتراک بعد :dim(ⅽoⅼ(A) ∩ nuⅼⅼ(A)) ●

است.
ͬ دانیم: م rank − nullity قضیەی از

rank(A) + nuⅼⅼity(A) = n.

:rank(A) = r به توجه با و
nuⅼⅼity(A) = n− r.

است برابر حداکثر اشتراک این بعد دارند. قرار A تهͬ فضای در هم و A ستونͬ فضای در هم که است بردارهایی شامل ⅽoⅼ(A) ∩ nuⅼⅼ(A) اشتراک طرفͬ از
با:

min(rank(A),nuⅼⅼity(A)).

داریم: ،nuⅼⅼity(A) = n− r و rank(A) = r به توجه با

dim(ⅽoⅼ(A) ∩ nuⅼⅼ(A)) ≤ min(r, n− r).

بنابراین:
dim(ⅽoⅼ(A) ∩ nuⅼⅼ(A)) ≤ n− r.

رابطه: از استفاده با نهایت، در
rank(A۲) = rank(A)− dim(ⅽoⅼ(A) ∩ nuⅼⅼ(A)),

ͬ آوریم: م دست به ،dim(ⅽoⅼ(A) ∩ nuⅼⅼ(A)) ≤ n− r و rank(A) = r جایͽذاری و

rank(A۲) ≥ r − (n− r).

rank(A۲) ≥ ۲r − n.

ͬ شود. م ثابت حͺم و

column space۴

null space۵

۷


