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کنید: ثابت .S, T ∈ L(V,W ) داریم و هستند متناهͬ بعد با برداری فضای دو W و V کنید فرض نمره) ۰) پرسش۱

.S = TE که باشد داشته وجود E ∈ L(V )  ͬ خط تبدیل اگر تنها و اگر range(S) ⊆ range(T ) (آ)
.T = ES که باشد داشته وجود E ∈ L(W ) خطͬ تبدیل اگر تنها و اگر nuⅼⅼ(S) ⊆ nuⅼⅼ(T ) (ب)

است. (ST )۲ = ۰ کنید ثابت .range(S) ⊆ nuⅼⅼ(T ) و S, T ∈ L(V ) باشیم داشته کنید فرض حال (ج)

است k اندیس با پوچ توان ماتریس ͷی N ∈ Rn×n ماتریس همچنین و است معکوس پذیر ماتریس ͷی A ∈ Rn×n ماتریس کنید فرض نمره) ۰) پرسش۲
بیابید. را A+N ماتریس معکوس .NA = AN یعنͬ است، جا بەجایی پذیر A با که (Nk = ۰ (یعنͬ

و B۲ = ۰ ،A۲ = ۰ که طوری به باشند خودش به V از خطͬ تبدیل دو B و A و است متناهͬ بعد با برداری فضای V کنید فرض نمره) ۰) پرسش۳
کنید. ثابت را زیر عبارات .AB +BA = I

.NB = BNA و NA = ANB آن گاه باشند، B و A نال فضاهای ترتیب به NB و NA اگر (آ)
است. زوج V بعد (ب)

بͽیرید: نظر در را زیر پایەهای باشد. ۲ حداکثر درجه با جملەای های چند فضای P۲ کنید فرض نمره) ۰) پرسش۴

β = {x۲ +
۳
۲
x− ۱, ۱

۳
x۲ − x+ ۲, x− ۵

۲
},

α = {۲x۲ − x+ ۴, x۲ +
۱
۲
x− ۳, ۲

۵
x۲ + ۳x+ ۱}.

آورید. بدست را Pα→β پایه تغییر ماتریس (آ)
مختصات بردار توسط p(x) جملەای چند کنید فرض (ب)

[p(x)]α =


۱
۲
۱
۳
۱
۶


آورید. بدست β پایەی به نسبت را [p(x)]β مختصات بردار است. شده بیان α پایەی به نسبت

دهید نشان (ج)
Pα→β · [p(x)]α = [p(x)]β .

بͽیرید: نظر در زیر مطابق را β و α پایەهای حال (د)
α = {x۲, ۳x۲ − x, ۴x− ۲},

β = {۲x۲ − ۱, ۳x+ ۲, x۲ + x+ ۲}.

است: شده داده زیر مجهول ضرایب با پایه دو هر به نسبت جملەای چند این مختصات بردارهای بͽیرید. نظر در را q(x) = ax۲ + bx+ c جملەای چند

[q(x)]β =

β۱
β۲
β۳

 , [q(x)]α =

α۱
α۲
α۳

 .

کنید. پیدا مشخص q(x) ͷی برای کردن حل بدون مختصات بردار دو این برای کلͬ رابطەی ͷی

۱



ͬ شود: م تعریف معمول صورت به داخلͬ ضرب آن در که بͽیرید، نظر در را Fn داخلͬ ضرب فضای نمره) ۰) پرسش۵

⟨x, y⟩ = xT y, ∀x, y ∈ Fn.

داراست: را زیر خاصیت شد تعریف داخلͬ ضرب که داد نشان ͬ توان م ،T : Fn → Fn خطͬ تبدیل ͷی برای

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, TT y⟩, ∀x, y ∈ Fn,

است. T ترانهادەی TT آن در که
نمایش T ∗ با که T هرمیت۱ͬ الحاقͬ عملͽر ،T : V → V خطͬ عملͽر ͷی برای ͬ دهیم. م تعمیم V دلخواه داخلͬ ضرب فضای ͷی به را مفهوم این حال

ͬ کند: م برقرار را زیر شرط که ͬ شود م تعریف یͺتا عملͽری عنوان به ͬ شود، م داده

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩, ∀x, y ∈ V.

فرض ͬ توانید (م ͬ شوند م صفر ±∞ در که است f : R → R حقیقͬ هموار توابع تمام شامل که بͽیرید نظر در را C∞
۰ (R) داخلͬ ضرب فضای اکنون

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به فضا این در داخلͬ ضرب است). شده تعریف فضا این در توابع زوج های تمام برای زیر داخلͬ ضرب که کنید

⟨f, g⟩ =
∫
R
f(x)g(x) dx, ∀f, g ∈ C∞

۰ (R).

است: شده تعریف زیر صورت به که بͽیرید نظر در را D : C∞
۰ (R)→ C∞

۰ (R) مشتق گیری عملͽر

Df =
df

dx
.

است: برقرار زیر شرط آن برای که معنا این به است، skew−aⅾjoint D که دهید نشان

D∗ = −D.

کنید. ثابت را زیر ادعای .A−۱C−۱ = C−۱A−۱, BC۲B = On ͬ دانیم: م بͽیرید. نظر در را A,B,C ∈Mn(R) ماتریس های نمره) ۰) پرسش۶

det(ABC + CBA+ In) ≥ ۰

دو v و u که uvT صورت به ͬ توان م را ماتریس این کنید اثبات ابتدا است. ͷی رنک با مربعͬ ماتریس ͷی M ∈ Rn×n که کنید فرض نمره) ۰) پرسش۷
کنید. اثبات را زیر عبارت ادامه در نوشت. هستند بعدی n بردار

det(I +M) = ۱ + tr(M)

بͽیرید: نظر در را زیر بلوکͬ ماتریس ،A,B,C,D ∈Mn(C) فرض با نمره) ۰) پرسش۸

M =

[
A B
C D

]
,

.AC = CA یعنͬ جابەجا پذیرند، C و A و است، وارون پذیر نیز A است، وارون پذیر M آن در که

است. وارون پذیر AD − CB که دهید نشان (آ)
که دهید نشان راهنمایی:

det(M) = det(AD − CB).

است: شده داده زیر صورت به M وارون که کنید فرض (ب)

M−۱ =

[
X U
Y V

]
,

که دهید نشان هستند. X,U, Y, V ∈Mn(C) آن در که

(AD − CB)−۱ = V A−۱.

Herⅿitian Aⅾjoint۱

۲



نمره) ۰) ۱ پاسخ

داریم: v ∈ V هر برای آنگاه باشد، S = TE اگر است. range(S) ⊆ range(T ) آنگاه ،S = TE اگر ͬ دهیم م نشان ابتدا (آ)

S(v) = (TE)(v) = T
(
E(v)

)
.

که ͬ شود م نتیجه ،T
(
E(v)

)
∈ range(T ) که آنجا از

range(S) ⊆ range(T ).

ماتریس های شود. برقرار S = TE که طوری به دارد وجود E ∈ L(V ) خطͬ تبدیل باشد، range(S) ⊆ range(T ) اگر دهیم نشان باید حال
ندارد.) مسئله حل در اهمیتͬ پایه (انتخاب ͬ گیریم؛ م نظر در B و A ترتیب به را S و T تبدیل های

دیͽر: عبارت به است. A ماتریس ستونͬ فضای از زیرفضایی B ماتریس ستونͬ فضای آنگاه باشد، range(T ) از زیرمجموعەای range(S) هرگاه

range(S) ⊆ range(T ) ⇐⇒ Col(B) ⊆ Col(A).

B ماتریس ستونͬ فضای در A ماتریس از Ai ستون هر که معناست این به باشد، B ماتریس ستونͬ فضای از زیرفضایی A ماتریس ستونͬ فضای وقتͬ
زیر شͺل به موضوع این ریاضͬ صورت به نوشت. B ماتریس ستون های از خطͬ ترکیب صورت به را Ai ستون هر ͬ توان م دیͽر، عبارت به دارد. قرار

ͬ شود: م بیان
Ai = BCi, ∀ ۱ ≤ i ≤ dim(V ),

ͬ گیرد. م بر در را B ماتریس ستون های خطͬ ترکیب ضرایب که است برداری Ci اینجا در که
این از ماتریس ͷی تشͺیل با ͬ کند. م تعیین را B ماتریس ستون های خطͬ ترکیب ضرایب که دارد وجود Ci نام به برداری ،Ai ستون هر برای نتیجه، در

که: طوری به آورد دست به را C ماتریس ͬ توان م ضرایب، بردارهای

A = BC.

در C ماتریس وجود هستند، T و S خطͬ تبدیل های نمایانگر ترتیب به B و A ماتریس های که آنجا از دارد. وجود C ماتریس که ͬ کند م بیان معادله این
ͬ شود. م اثبات حͺم و دارد وجود E خطͬ تبدیل بنابراین، .S = TE که گونەای به E ∈ L(V ) خطͬ تبدیل وجود با است معادل A = BC رابطەی

در .S(v) = ۰ که است V برداری فضای از v بردارهای تمام شامل nuⅼⅼ(S) است. nuⅼⅼ(S) ⊆ nuⅼⅼ(T ) آنگاه ،T = ES اگر ͬ دهیم م نشان ابتدا (ب)
داشت: خواهیم S پوچ فضای در بردار هر ازای به نتیجه

ES(v) = E(S(v)) = E(۰) = T (v) = ۰

است. T پوچ فضای مجموعه زیر S پوچ فضای دیͽر عبارت به بود. خواهد صفر نیز T (v) باشد، S(v) = ۰ اگر v ∈ V هر ازای به یعنͬ که
دارد. وجود سوال نظر مورد E آنگاه nuⅼⅼ(S) ⊆ nuⅼⅼ(T ) اگر ͬ دهیم م نشان بعدی گام در

ندارد) اثبات در اهمیتͬ کنیم انتخاب را پایەای چه (اینکه نوشتەایم. W و V برای مرتب شدەای پایەهای برحسب را T و S تبدیل های ماتریس کنید فرض
طوری  که: به بیابیم را C ماتریس ͬ خواهیم م بͽیرید. نظر در مفروض های پایه در S تبدیل ماتریس را B ماتریس و T تبدیل ماتریس را A ماتریس

CB = A if N(B) ⊆ N(A)

است. شده فرض پایەهای برحسب E تبدیل ماتریس همان C زیرا بود خواهد E یافتن با معادل C یافتن
نوشت: زیر شͺل به ͬ توان م را CB = A معادلەی کنیم CT تعریف iام ستون بردار را CT

i و AT iام ستون بردار را AT
i اگر

CB = A ⇐⇒ BTCT = AT ⇐⇒ BTCT
i = AT

i ∀ ۰ < i ≤ dim(W ).

ارز هم CB = A طوری که به C وجود رو این از است. BT ستون های از خطͬ ترکیب ͷی AT iام ستون که ͬ دارد م بیان BTCT
i = AT

i معادلەی
کنیم: ثابت است نیاز ریاضͬ بیان به نوشت. BT ستون های از خطͬ ترکیب برحسب بتوان را AT ستون هر که این با است

Col(AT ) ⊆ Col(BT )

شͺل به که ͬ نامیم م y۲ را B سطری فضای در y۱ تصویر بͽیرید. نظر در را A سطری فضای در ATw۱ = y۱ دلخواه عضو بالا گزارەی اثبات برای
عمود B سطری فضای بردارهای تمام به Rdim(W ) فضای در y = y۲ − y۱ که ͬ دانیم م بردار تصویر تعریف به توجه با ͬ شود. م نوشته BTw۲ = y۲

N(A) مجموعە ی زیر N(B) اینکه به توجه با .By = ۰ گفت ͬ توان م هستند B های سطر در y داخلͬ ضرب By های مولفه که آنجایی از و است
داریم: نتیجه در است. عمود نیز A سطری فضای بر y و است صفر با برابر Ay ͬ گیریم م نتیجه است،

⟨y, y۱⟩ = ۰ , ⟨y, y۲⟩ = ۰ ⇒ ⟨y, y۲⟩ − ⟨y, y۱⟩ = ⟨y, y⟩ = ۰ ⇒ y = ۰ ⇒ y۱ = y۲

⇒ ATw۱ = BTw۲

ͬ شود. م ثابت حͺم و دارد وجود نیز B سطری فضای در A سطری فضای دلخواه عضو هر و y۱ = y۲ نتیجه در

۳



ͬ کنیم: م بازنویسͬ زیر صورت به را (ST )۲ ابتدا (ج)

(ST )۲(v) = (ST )(ST (v)) = (ST )(S(T (v))) = S
(
T
(
S(T (v))

))
.

در بردار هر فرض، به توجه با .S(T (v)) ∈ range(S) ،بنابراین T (v) ∈ V داریم v ∈ V هر برای است، V روی بر خطͬ تبدیل ͷی T که آنجا از
دیͽر: عبارت به دارد قرار null(T ) در range(S)

S(T (v)) ∈ null(T ) =⇒ T
(
S(T (v))

)
= ۰.

داریم: است، خطͬ تبدیل S که آنجایی از همچنین،
S(۰) = ۰.

بنابراین:
S
(
T
(
S(T (v))

))
= S(۰) = ۰.

ͬ شود. م ثابت حͺم و v ∈ V هر برای (ST )۲(v) = ۰ نتیجه، در

A−۱N = یعنͬ هستند، جا بەجایی پذیر نیز A−۱ و N که ͬ آوریم م دست به سادگͬ به طرف، دو از A ماتریس معکوس کردن ضرب با ابتدا نمره) ۰) ۲ پاسخ
اثبات قابل استقرا از استفاده با سادگͬ به ادعا این هستند. جا بەجاپذیر نیز Nx و A−۱ ماتریس های ،x مانند N از توانͬ هر ازای به که ͬ کنیم م ادعا .NA−۱

هستند. جابەجاپذیر نیز x+ ۱ برای که ͬ کنیم م اثبات زیر صورت به هستند. جا بەجاپذیر ماتریس دو این x توان ازای به کنید فرض است.

A−۱Nx = NxA−۱ → NA−۱Nx = Nx+۱A−۱ → A−۱Nx+۱ = Nx+۱A−۱

دقت ادامه در بود. شده اثبات ابتدا در که بود x = ۱ حالت همان نیز استقرا پایه کردیم. استفاده A−۱ و N بودن جابەجاپذیر از استقرا گام در که کنید دقت
کنیم. پیدا را I + A−۱N معکوس ͬ ست کاف دارد، معکوس A اینکه به توجه با بنویسیم. A(I + A−۱N) صورت به ͬ توانیم م را A +N ماتریس که کنید

کنید. دقت زیر عبارت به است. پوچ توان k اندیس با نیز A−۱N ماتریس که ͬ کنیم م اثبات ابتدا

(A−۱N)k = A−۱N ×A−۱N ×A−۱N × . . .×A−۱N = A−۲N۲ ×A−۱N × . . .×A−۱N

= A−۳N۳ ×A−۱N × . . .×A−۱N = . . . = A−kNk = A−k × ۰ = ۰

X = A−۱N را آن نام است، k حداکثر اندیس با پوچ  توان A−۱N ماتریس کردیم اثبات که حال کردیم. استفاده A−۱ و Nx بودن جابەجاپذیر از مرحله، هر در
بنویسیم. زیر شͺل به ͬ توانیم م را I −Xk لاغر، و چاق اتحاد طبق ͬ کنیم. م پیدا را I +X ماتریس معکوس ادامه، در و ͬ دهیم م قرار

I −Xk = (I +X)

k−۱∑
i=۰

(−۱)iXi

I +X ماتریس راست معکوس
∑k−۱

i=۰ (−۱)iXi ماتریس که ͬ آید م بدست و ͬ شود م I برابر چپ سمت عبارت ،X بودن پوچ توان به توجه با که کنید دقت
زیر عبارت برابر I + A−۱N ماتریس معکوس نتیحه، در هستند. یͺسان آن راست و چپ معکوس ͬ باشد، م مربعͬ I + X ماتریس اینکه به توجه با است.

ͬ شود. م
k−۱∑
i=۰

(−۱)i(A−۱N)i

ماتریس، این معکوس نوشتیم. A(I + A−۱N) صورت به را آن که بود A + N ماتریس معکوس آوردن بدست ما، هدف که ͬ آوریم م یاد به آخر، مرحله در
و A−۱ بودن جابەجاپذیر از نهایی، جواب آوردن بدست در که کنید دقت نوشت. زیر صورت به را آن ͬ توان م که ͬ باشد م (I +A−۱N)−۱A−۱ عبارت برابر

کردیم. استفاده N از توانͬ هر
k−۱∑
i=۰

(−۱)i(A−۱N)iA−۱ = A−۱
k−۱∑
i=۰

(−۱)iA−iN i

نمره) ۰) ۳ پاسخ

طرفͬ از .A kerB ⊂ AV = kerA نتیجه در و .AV = kerA,BV = kerB پس A۲ = ۰, B۲ = ۰ چون (آ)

kerA ⊂ {v : BAv = ۰ =⇒ (AB +BA)v = ABv = v} ⊂ ABV = A kerB

است. مشابه نیز دیͽر حالت اثبات .NA = ANB که ͬ شود م ثابت نتیجه در و
داریم v بردار هر برای زیرا ͬ باشد م V برای پایەای e۱, . . . , en بͽیرید. نظر در را kerB برای ek+۱, . . . en پایه و kerA برای e۱, . . . , ek پایه (ب)

v = (AB +BA)v = ABv +BAv = a+ b, a = ABv ∈ kerA, b = BAv ∈ kerB

داریم قبل بخش مطابق .dimV = dimkerA+ dimkerB نتیجه در

dimkerA ≥ dimkerB

قبل تر کمͬ چون که dimkerA = dimkerB ͬ دهد م نتیجه این .A kerB = kerA چون dimkerB ≥ dimkerA و B kerA = kerB زیرا
ͬ شود. م ثابت حͺم و dimV = ۲ dimkerA پس dimV = dimkerA+ dimkerB بودیم کرده ثابت

۴



نمره) ۰) ۴ پاسخ

یعنͬ ۲ درجه جملەای های چند استاندارد پایەی در ضرایب صورت به را (۲ حداکثر درجه با جملەای ها (چند P۲ فضای در را β و α پایه بردارهای ابتدا (آ)
ͬ دهیم: م نشان {x۲, x, ۱}

α =
{
α۱, α۲, α۳

}
و β =

{
β۱, β۲, β۳

}
,

آن: در که

α۱ =

 ۲
−۱
۴

 , α۲ =

 ۱
۱
۲
−۳

 , α۳ =

 ۲
۵
۳
۱

 ,

β۱ =

 ۱
۳
۲
−۱

 , β۲ =

 ۱
۳
−۱
۲

 , β۳ =

 ۰
۱
− ۵

۲

 .

ͬ کنیم: م تعریف را زیر ماتریس های نتیجه در

Pα =

 ۲ ۱ ۲
۵

−۱ ۱
۲ ۳

۴ −۳ ۱

 هستند) α پایه بردارهای Pα (ستون های

Pβ =

 ۱ ۱
۳ ۰

۳
۲ −۱ ۱
−۱ ۲ − ۵

۲

 هستند) β پایه بردارهای Pβ (ستون های

رابطه p(x) بردار هر برای اگر مبنا، تغییر تئوری براساس

[p(x)]α = P−۱
α [p(x)]stⅾ و [p(x)]β = P−۱

β [p(x)]stⅾ

ͬ رسیم: م نتیجه به [p(x)]stⅾ حذف با باشیم، داشته را
[p(x)]β = P−۱

β Pα [p(x)]α.

با: است برابر β به α از مبنا تغییر ماتریس بنابراین
Pα→β = P−۱

β Pα.

ͬ نویسیم: م زیر صورت به I۳ همانͬ ماتریس همراه به را Pβ ماتریس ابتدا ͬ آوریم. م بدست را P−۱
β ماتریس Augⅿenteⅾ Ⅿatrix روش از استفاده با

۱ ۱
۳ ۰ ۱ ۰ ۰

۳
۲ −۱ ۱ ۰ ۱ ۰

−۱ ۲ − ۵
۲ ۰ ۰ ۱

 .

سادگͬ برای ͬ کنیم. م تبدیل همانͬ ماتریس به را ماتریس چپ سمت قسمت (Elementary Row Operations) سطری عملیات های از استفاده با
به و ͬ بریم م بین از را کسرها مخرج

۳ ۱ ۰ ۳ ۰ ۰

۳ −۲ ۲ ۰ ۲ ۰

−۲ ۴ −۵ ۰ ۰ ۲


ͬ دهیم: م انجام را زیر مراحل ترتیب به حال ͬ رسیم. م


۳ ۱ ۰ ۳ ۰ ۰

۳ −۲ ۲ ۰ ۲ ۰

−۲ ۴ −۵ ۰ ۰ ۲


R۱→R۱+R۳

R۲→R۲−۳R۱

R۳→R۳+۲R۱−−−−−−−−→


۱ ۵ −۵ ۳ ۰ ۲

۰ −۱۷ ۱۷ −۹ ۲ −۶

۰ ۱۴ −۱۵ ۶ ۰ ۶


R۱→R۱+R۲

R۳→R۳+R۲

R۱→R۱−۴R۳−−−−−−−−→


۱ ۰ ۴ ۶ −۶ −۴

۰ −۱۷ ۱۷ −۹ ۲ −۶

۰ −۳ ۲ −۳ ۲ ۰


R۲→−R۲

۱۷

R۳→R۳+۳R۲
−−−−−−−−→


۱ ۰ ۴ ۶ −۶ −۴

۰ ۱ −۱ ۹
۱۷ − ۲

۱۷
۶

۱۷

۰ ۰ ۱ ۲۴
۱۷ − ۲۸

۱۷ − ۱۸
۱۷


R۲→R۲+R۳

R۱→R۱−۴R۳
−−−−−−−−→


۱ ۰ ۰ ۶

۱۷
۱۰
۱۷

۴
۱۷

۰ ۱ ۰ ۳۳
۱۷ − ۳۰

۱۷
۱۲
۱۷

۰ ۰ ۱ ۲۴
۱۷ − ۲۸

۱۷ − ۱۸
۱۷


ͬ آید: م دست به نهایی نتیجه

P−۱
β =


۶

۱۷
۱۰
۱۷

۴
۱۷

۳۳
۱۷ − ۳۰

۱۷
۱۲
۱۷

۲۴
۱۷ − ۲۸

۱۷ − ۱۸
۱۷

 .

۵



ͬ آوریم: م بدست را Pα→β پایەی تبدیل ماتریس حال

Pα→β = P−۱
β Pα =


۶

۱۷
۱۰
۱۷

۴
۱۷

۳۳
۱۷ − ۳۰

۱۷
۱۲
۱۷

۲۴
۱۷ − ۲۸

۱۷ − ۱۸
۱۷


 ۲ ۱ ۲

۵
−۱ ۱

۲ ۳
۴ −۳ ۱

 =


۱۸
۱۷

− ۱
۱۷

۱۸۲
۸۵

۱۴۴
۱۷

−۱۸
۱۷

−۳۲۴
۸۵

۴
۱۷

۶۴
۱۷

−۴۶۲
۸۵


ͬ آوریم: م بدست را p(x) ابتدا (ب)

p(x) =
۱
۲
(۲x۲ − x+ ۴) + ۱

۳
(x۲ +

۱
۲
x− ۳) + ۱

۶
(

۲
۵
x۲ + ۳x+ ۱) = ۷

۵
x۲ +

۱
۶
x+

۷
۶
.

کنیم: حل را زیر معادلات باید ،

β۱
β۲
β۳

 مختصات بردار یعنͬ β پایەی در p(x) مختصات بردار آوردن بدست برای حال

p(x) =
۷
۵
x۲ +

۱
۶
x+

۷
۶
= β۱(x

۲ +
۳
۲
x− ۱) + β۲(

۱
۳
x۲ − x+ ۲) + β۳(x−

۵
۲
)→


β۱ +

۱
۳β۳ = ۷

۵
۳
۲β۱ − β۲ + β۳ = ۱

۶
−β۱ + ۲β۲ − ۵

۲β۳ = ۷
۶

داشت: خواهیم معادلات حل با
β۱ = ۱۳

۱۵

β۲ = ۸
۵

β۳ = ۷
۱۵

.[p(x)]β =


۱۳
۱۵
۸
۵
۷

۱۵

 نتیجه در

بͽیریم نتیجه و کنیم ضرب [p(x)]α مختصات بردار در را اول بخش در آمده بدست پایەی تبدیل ماتریس است کافͬ شده خواسته تساوی دادن نشان برای (ج)
است. [p(x)]β مختصات بردار با برابر حاصل که

ͬ نویسیم: م شده داده پایەهای در را q(x) ابتدا ،β و α پایەهای به نسبت مختصات بردار بین کلͬ رابطەی کردن پیدا برای }(د)
ax۲ + bx+ c = α۱x

۲ + α۲(۳x۲ − x) + α۳(۴x− ۲)
ax۲ + bx+ c = β۱(۲x۲ − ۱) + β۲(۳x+ ۲) + β۳(x

۲ + x+ ۲)

→ α۱x
۲ + α۲(۳x۲ − x) + α۳(۴x− ۲) = β۱(۲x۲ − ۱) + β۲(۳x+ ۲) + β۳(x

۲ + x+ ۲)

→ x۲(α۱ + ۳α۲) + x(−α۲ + ۴α۳)− ۲α۳ = x۲(۲β۱ + β۳) + x(۳β۲ + β۳) + (β۱ + ۲β۲ + ۲β۳)

داشت: خواهیم معادله طرف دو بین تناظر برقراری با
α۱ + ۳α۲ = ۲β۱ + β۳,

α۲ + ۴α۳ = ۳β۲ + β۳,

−۲α۳ = β۱ + ۲β۲ + ۳β۳

ͬ کنیم: م استفاده ماتریسͬ معادلەی حل روش از ،βj ضرایب حسب بر αi ضرایب آوردن بدست و بالا معادلات دستگاه حل برای
۱ ۳ ۰

۰ ۱ ۴

۰ ۰ −۲


α۱
α۲
α۳

 =


۲ ۰ ۱

۰ ۳ ۱

۱ ۲ ۳


β۱
β۲
β۳

 .

دهید قرار

A =

۱ ۳ ۰
۰ ۱ ۴
۰ ۰ −۲

 , B =

۲ ۰ ۱
۰ ۳ ۱
۱ ۲ ۳

 .

نتیجه در

→ A

α۱
α۲
α۳

 = B

β۱
β۲
β۳

→
α۱
α۲
α۳

 = A−۱ B

β۱
β۲
β۳

 .

۶



ͬ کنیم. م محاسبه را ماتریس معکوس سطری، عملیات از استفاده با و ͬ کنیم م بازنویسͬ زیر صورت به را A ماتریس آوریم. بدست را A−۱ است لازم حال
۱ ۳ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۱ ۴ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ −۲ ۰ ۰ ۱


R۲→R۲+۲R۳

R۱→R۱−۳R۲−−−−−−−−→


۱ ۰ ۰ ۱ −۳ −۶

۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۲

۰ ۰ ۱ ۰ ۰ − ۱
۲


با: است برابر A−۱ نتیجه در

A−۱ =


۱ −۳ −۶

۰ ۱ ۲

۰ ۰ − ۱
۲

 .

داشت: خواهیم معادله در A−۱ جاگذاری با حال

α۱
α۲
α۳

 =

۱ −۳ −۶
۰ ۱ ۲
۰ ۰ − ۱

۲


 ۲β۱ + β۳

۳β۲ + β۳

β۱ + ۲β۲ + ۳β۳

→

α۱ = −۴β۱ − ۲۱β۲ − ۲۰β۳,

α۲ = ۲β۱ + ۷β۲ + ۷β۳,

α۳ = − ۱
۲ β۱ − β۲ − ۳

۲ β۳.

نمره) ۰) ۵ پاسخ

∫
R
(Df)(x)g(x) dx =

∫
R
f ′(x)g(x) dx (۱)

داریم: جزء به جزء انتگرال گیری از استفاده با

∫
R
f ′(x)g(x) dx =

[
f(x)g(x)

]+∞

−∞
−
∫
R
f(x)g′(x) dx (۲)

نوشت: ͬ توان م پس

∫
R
f ′(x)g(x) dx =

[
f(x)g(x)

]+∞

−∞
+

∫
R
f(x)(−Dg)(x) dx (۳)

داشت: خواهیم بنابراین، شد. خواهد صفر
[
f(x)g(x)

]+∞

−∞
جملەی ͬ شوند، م صفر ±∞ در g و f که آنجا از

∫
R
(Df)(x)g(x) dx =

∫
R
f(x)(−Dg)(x) dx (۴)

ͬ شود: م بیان زیر شͺل به داخلͬ ضرب بەصورت که

⟨Df, g⟩ = ⟨f,−Dg⟩, ∀f, g ∈ C∞
۰ (R) (۵)

داریم: نتیجه، در

D∗ = −D (۶)

داریم: BC۲B = ۰n از استفاده با نمره) ۰) ۶ پاسخ

ABC + CBA+ In = In + CBA+ABC + ۰n = (I +ABC)(I + CBA)

=⇒ det(ABC + CBA+ In) = det(I +ABC) det(I + CBA) (i)

ͬ دانیم: م AC = CA و هستند وارون پذیر A,C چون حال
det(I +ABC)

۷



= det(C) det(I +ABC) det(C−۱)

= det(I + CAB)

= det(I +ACB)

= det(A−۱) det(I +ACB) det(A)

= det(I + CBA)

:(i) معادله از استفاده با

det(ABC + CBA+ In) = det(I +ABC) det(I + CBA) = det(I +ABC)۲ ≥ ۰

شود. مͬ اثبات حͺم و

که دارد عضو ͷی تنها فضا این پایه نتیجه، در ͬ باشد. م ͷی بعد دارای آن ستونͬ فضای یعنͬ این است، ͷی M ماتریس رنک اینکه به توجه با نمره) ۰) ۷ پاسخ
صورت به ماتریس این ستون های نتیجه در ͬ باشد. م حقیقͬ عدد ͷی α که است αu شͺل به بردارهای شامل ستونͬ فضای نتیجه، در ͬ دهیم. م نشان u با را آن
را سوال اصلͬ حͺم ادامه، در ͬ شود. م ساخته uvT شͺل به دقیقا M ماتریس بͽیریم، نظر در را v = [α۱, . . . αn]

T بردار اگر ͬ باشند. م α۱u, . . . , αnu
ͬ کنیم. م بازنویسͬ زیر صورت به را حͺم الان، تا سوال روند به توجه با ͬ کنیم. م اثبات

det(I + uvT ) = ۱ + tr(uvT )

شده ساده عبارت ͬ نویسیم. م را آن نیز اینجا در ولͬ است موجود ͬ پدیا ͺوی در آن اثبات و قضیه این ͬ کنیم. م استفاده Matrix Determinant لم از ادامه، در
کنید. دقت زیر عبارت به ابتدا است. جدید حͺم برابر دقیقا لم ]این

I ۰
T ۱

] [
I + uvT u

۰ ۱

] [
I ۰
−vT ۱

]
=

[
I u
۰ ۱ + vTu

]
ماتریس دترمینان است. ͷی ͬͽهم آن ها قطر روی عناصر و مثلثͬ ماتریس های که چرا ͬ باشد م ͷی برابر چپ سمت عبارت راست و چپ ماتریس های دترمینان
۱+vTu برابر نیز راست سمت عبارت ماتریس دترمینان بود. خواهد det(I+uvT ) برابر پایین سطر از دترمینان گرفتن با سادگͬ به نیز چپ سمت عبارت وسط

ͬ آید. م بدست زیر عبارت نتیجه، در است. مثلثͬ ماتریس ͷی که چرا است

det(I + uvT ) = ۱ + vTu

بͽیریم. نتیجه را زیر عبارت ͬ توانیم م نتیجه در است. برابر خودش با آن Traⅽe و است حقیقͬ عدد ͷی vTu که کنید دقت نهایت، در

vTu = tr(vTu) = tr(uvT )

ͬ شود. م اثبات جدید حͺم نهایت، در

نمره) ۰) ۸ پاسخ

داریم: بلوکͬ ماتریس های ضرب از استفاده با (i)[
I ۰

−CA−۱ I

]
M =

[
I ۰

−CA−۱ I

] [
A B
C D

]
=

[
A B
۰ D − CA−۱B

]
.

طرف: دو از دترمینان گرفتن با

det

([
I ۰

−CA−۱ I

]
M

)
= det

([
A B
۰ D − CA−۱B

])
.

داشت: خواهیم است آن قطری عناصر حاصل ضرب دترمینان برابر بلوکͬ مثلثͬ ماتریس ͷی دترمینان که آنجا از

det(M) = det(A) det(D − CA−۱B).

ͬ شود: م زیر رابطه به منجر که جابجاپذیرند نیز C و A−۱ بنابراین جابجاپذیرند، C و A که آنجا از

det(A) det(D − CA−۱B) = det(A) det(D −A−۱CB) = det(AD − CB).

نتیجه: در
det(M) = det(AD − CB).

بود. خواهد وارون پذیر نیز AD − CB پس است، وارون پذیر M شده فرض که آنجا از

۸



ͬ دهیم: م تشͺیل زیر بەصورت را افزوده ماتریس (ii)

[M | I] =
[
A B
C D

] ∣∣∣∣∣
[
I ۰
۰ I

]
.

بلوکͬ: سطری عملیات انجام با
R۲ ← R۲ − CA−۱R۱

]داریم:
A B
۰ D − CA−۱B

] ∣∣∣∣∣
[

I ۰
−CA−۱ I

]
.

کرد: بازنویسͬ زیر شͺل به را D − CA−۱B ͬ توان م جابجاپذیرند، C و A که آنجا از

D − CA−۱B = A−۱(AD − CB).

داشت: خواهیم ]پس
A B
۰ A−۱(AD − CB)

] ∣∣∣∣∣
[

I ۰
−CA−۱ I

]
.

:(A−۱(AD − CB))−۱ در دوم سطر ضرب با
R۲ ← (A−۱(AD − CB))−۱R۲

ͬ گیریم: م ]نتیجه
A B
۰ I

] ∣∣∣∣∣
[

I ۰
−(AD − CB)−۱ACA−۱ (AD − CB)−۱A

]
.

لذا: ͬ ماند، م ثابت R۲ و دهیم تغییر را R۱ است کافͬ تنها ،[I |M−۱] به افزوده ماتریس این تبدیل برای

V = (AD − CB)−۱A

داریم: نتیجه در و
(AD − CB)−۱ = V A−۱.

۹


