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کنید. اثبات کامل طور به را زیر موارد نمره) ۰) ۱ پرسش

اگر تنها و اگر است p(T ) ویژه مقدار ͷی α که کنید ثابت .α ∈ C و باشد غیرثابت چندجملەای ͷی p ∈ P(C) ،T ∈ L(V ) ،F = C کنید فرض (آ)
باشد. برقرار α = p(λ) تساوی ،T از λ ویژه مقدار ͷی ازای به

،ε > ۰ هر ازای به دهید نشان .λ ∈ F هم چنین و باشد V روی خطͬ تبدیل ͷی T ∈ L(V ) و باشد متناهͬ ابعاد با برداری فضای ͷی V کنید فرض (ب)
است. معکوس پذیر T − αI و |α− λ| < ε که طوری به α دارد وجود

که: طوری به باشند n× n ماتریس دو F و H کنید فرض (ج)

HF − FH = ۲۲۰۱۹F

برای ویژه بردار ͷی F kv که طوری به دارد وجود k مانند مثبتͬ صحیح عدد کنید ثابت .Fv ̸= ۰ که طوری به باشد H از ویژه بردار ͷی v کنید فرض
باشد. F

باشد: شده تعریف بازگشتͬ صورت به {an} دنباله کنید فرض نمره) ۰) ۲ پرسش

a۰ = ۱, a۱ = ۱, an+۲ = ۵an+۱ − ۶an nبرای ≥ ۰.

بیابید. را an عمومͬ جمله برای صریح فرمول

دهید: نشان است. برقرار AB = BA رابطه که صورتͬ به بͽیرید نظر در را A,B ∈ Rn×n ماتریس دو نمره) ۰) ۳ پرسش

بود. خواهند قطری شدنͬ B و A ماتریس های آنگاه باشد داشته متمایز ویژه مقدار n ،A اگر (آ)
قطری D۲ = P−۱BP و D۱ = P−۱AP ماتریس دو هر که بەگونەای داشت خواهد وجود P معکوس پذیر ماتریس باشند، قطری شدنͬ B و A اگر (ب)
قطری مشترک پایەی ͷی در و همزمان صورت به را ماتریس دو هر ͬ توانیم م عبارتͬ به ͬ نامیم. م همزمان قطری شدنͬ را B و A حالت این در باشند.

AB؟) = BA گفت ͬ توان م باشند، قطری شدنͬ همزمان B و A اگر (یعنͬ است؟ برقرار نیز رابطه این عکس آیا کنیم.

(حتͬ بود خواهد e−tA معکوس با معکوس پذیر ماتریسͬ etA ماتریس لذا، و et(A+B) = etAetB = etBetA که داد نشان ͬ توان م نتیجه، این از استفاده با
نیست. آن اثبات به نیازی و شماست بیشتر اطلاعات برای صرفاً گزاره این نباشد). معکوس پذیر A اگر

بیابید: را زیر ماتریس های برای SV D منفرد مقادیر تجزیه نمره) ۰) ۴ پرسش

](الف)
۱ ۰ ۱
−۱ ۱ ۰

]
(ب) ۱ ۱ ۱

−۱ ۰ −۲
۱ ۲ ۰


سازی بهینه مسئلەی جواب که کنید اثبات A ماتریس بودن کامل رنک فرض با نمره) ۰) ۵ پرسش

min
x

∥Ax− b∥

با برابر
x̂ = V Σ−۱UT b

هستند. A ماتریس SV D تجزیەی به مربوط U, V,Σ که است

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به A ∈ Rm×n ماتریس برای فروبینیوس نرم نمره) ۰) ۶ پرسش

∥A∥F =
√
tr {A⊤A}

۱



کنید: ثابت .۱

∥A∥F =

√√√√ m∑
i=۱

n∑
j=۱

|Ai,j |۲

کنید: ثابت دهیم نشان σ۱, σ۲, . . . , σr با را A ماتریس تکین مقادیر اگر .۲

∥A∥F =

√√√√ r∑
i=۱

σ۲
i

کنید: ثابت .۳
σmax(A) ≤ ∥A∥F ≤

√
r σmax(A)

و V = [v۱, . . . , vn] که است آمده دست به A = UΣV ⊤ صورت به آن Singuⅼar Vaⅼue Ⅾeⅽoⅿposition که است ماتریسͬ A نمره) ۰) ۷ پرسش
دهید: نشان باشد، r = rank(A) اگر . U = [u۱, . . . , um]

∀i ∈ ۱, . . . , r A⊤ui = σivi

نمره) ۰) ۱ پاسخ

وجود c, λ۱, . . . , λm ∈ C ضرایب جبر، اساسͬ قضیه طبق نیست. ͷی به ͷی p(T )− αI بنابراین باشد. p(T ) ویژه مقدار ͷی α کنید فرض (⇒) (آ)
که: طوری به دارند

p(z)− α = c(z − λ۱) · · · (z − λm).

داریم: بالا معادله با .c ̸= ۰ بنابراین است. تناقض که است ثابت p و p(z) = α آنگاه ،c = ۰ اگر

p(T )− αI = c(T − λ۱I) · · · (T − λmI).

مقدار ͷی λj دیͽر، عبارت به نیست. ͷی به ͷی T − λjI که طوری به دارد وجود j ∈ {۱, . . . ,m} ͷی نیست، ͷی به ͷی p(T )− αI که آنجا از
داریم: این، بر علاوه است. T ویژه

p(λj)− α = ۰,

شد. خواسته که همان طور α = p(λj) بنابراین و
طوری به a۰, . . . , an ∈ C ضرایب باشد. λ با متناظر ویژه بردار v ∈ V −{۰} کنید فرض .T از λ ویژه مقدار ͷی برای α = p(λ) کنید فرض (⇐)

که: دارند وجود
p(z) = a۰ + a۱z + · · ·+ anz

n.

ͬ شود: م نتیجه ،k ∈ Z+ هر برای T kv = λkv اینکه به توجه با

a۰ + a۱λ+ · · ·+ anλ
n = α.

بنابراین: و

p(T )v = a۰v + a۱Tv + · · ·+ anT
nv = a۰v + a۱λv + · · ·+ anλ

nv = (a۰ + a۱λ+ · · ·+ anλ
n)v = αv.

ͬ شود. م کامل اثبات و است p(T ) ویژه مقدار ͷی α بنابراین

□

شد. متصور λ مقدار برای ͬ توان م مختلف حالت دو (ب)
نیست. ویژه مقدار λ :ͷی حالت ●

T − αI = T − λI و |α − λ| = ۰ < ε داریم α = λ انتخاب با نتیجه در و det(T − λI) ̸= ۰ ویژه مقدار تعریف طبق حالت این در
است. معکوس پذیر

است. ویژه مقدار λ :ͷی حالت ●
باشد: T ویژەی مقادیر مجموعەی برابر σ(T ) کنید فرض

σ(T ) = {λ۱, . . . , λn}.

ویژه مقدار این فاصلەی کمینەی اکنون .λ = λ۱ ͬ کنیم م فرض سادگͬ برای است. متناهͬ نیز σ(T ) است، متناهͬ فضای ͷی V که این به توجه با
ͬ کنیم. م محاسبه را دیͽر ویژەی مقادیر با

d = min
۲≤k≤n

|λk − λ۱|.

ͬ کنیم. م انتخاب زیر صورت به را α مقدار اکنون گرفت. نظر در دل خواه مثبت مقدار هر با برابر را d ͬ توان م داشت، وجود ویژه مقدار ͷی تنها اگر

α = λ+ t s.t ۰ < t < min(d, ε).

نیست. ویژه مقدار α مقدار که چرا ͬ آید م دست به مسئله خواستەی که گرفت نتیجه ͬ توان م سادگͬ به صورت این در

۲



.Hv = λv کنید فرض (ج)
داریم: دادەشده، معادله راست طرف در v ضرب با

HFv = (۲۲۰۱۹ + λ)Fv.

داشت: خواهیم دادەشده، معادله در Fv ضرب با دوباره

HF ۲v = (۲۲۰۱۹ × ۲ + λ)F ۲v.

که: طوری به ͬ آید م دست به k مثبتͬ صحیح عدد حداقل فرآیند، این تکرار با است، متناهͬ ویژه مقادیر تعداد که آنجا از

F k+۱v = ۰ و F kv ̸= ۰.

ͬ شود. م F برای ویژه بردار ͷی F kv بنابراین،

است: بیان قابل زیر صورت به بازگشتͬ فرمول نمره) ۰) ۲ ]پاسخ
an

an−۱

]
=

[
۵ −۶
۱ ۰

] [
an−۱
an−۲

]
.

]بنابراین:
an

an−۱

]
=

[
۵ −۶
۱ ۰

]n−۱ [۱
۱

]
.

ͬ کنیم: م تعریف A صورت به را ماتریس

A =

[
۵ −۶
۱ ۰

]
.

از: عبارت اند A ویژه مقادیر
λ۱ = ۲ و λ۲ = ۳,

از: عبارت اند ویژه مقادیر این با متناظر ویژه بردارهای و

v۱ =

[
۲
۱

]
, v۲ =

[
۳
۱

]
.

است: زیر صورت به A قطری سازی

A =

[
۲ ۳
۱ ۱

] [
۲ ۰
۰ ۳

] [
۲ ۳
۱ ۱

]−۱

.

]بنابراین:
an

an−۱

]
=

[
۲ ۳
۱ ۱

] [
۲n−۱ ۰

۰ ۳n−۱

] [
۲ ۳
۱ ۱

]−۱ [۱
۱

]
.

با: است برابر صریح فرمول که ͬ دهد م نشان محاسبات

an = ۲n+۱ − ۳n nبرای ≥ ۰.

نمره) ۰) ۳ پاسخ

بود. خواهد پذیر قطری آنگاه باشد، متمایز ویژه مقدار n دارای A اگر که دهیم مͬ نشان ابتدا در (آ)
[v۱, v۲, · · · , vn] مجموعه دهیم، نمایش vi با λi(A)را همان ماتریسAیا iام ویژه مقدار به متناظر ویژه بردار اگر دانیم مͬ که کنید دقت منظور، این برای

بود. خواهد خطͬ مستقل مجموعه ͷی
دهیم: مͬ قرار حال

Λ =


λ۱(A) ۰ · · · ۰

۰ λ۲(A) ۰ ۰
...

...
. . .

...
۰ ۰ · · · λn(A)

 = ⅾiag(λ۱(A), λ۲(A), · · · , λn(A))

P = [v۱|v۲| · · · |vn]

داشت: خواهیم نتیجه در و هستند خطͬ مستقل آن های ستون زیرا است، پذیر وارون P ماتریس

AP = [Av۱|Av۲| · · · |Avn] = [λ۱(A)v۱|λ۲(A)v۲| · · · |λn(A)vn] = PΛ

=⇒ A = PΛP−۱

است. پذیر قطری A بعنͬ

۳



نوشت: توان مͬ مسئله فرض در بالا) تساوی به توجه (با A جایͽذاری با دیͽر طرف از

AB = BA =⇒ PΛP−۱B = BPΛP−۱

=⇒ P−۱PΛP−۱BP = P−۱BPΛP−۱P

=⇒ ΛP−۱BP = P−۱BPΛ

اگر بنابراین

B̃ = P−۱BP

داشت: خواهیم باشد،

ΛB̃ = B̃Λ

برابر راست سمت ماتریس در درایه همین و λi(A)B̃ij برابر چپ سمت ماتریس jام ستون و ام i سطر تقاطع در واقع درایه بالا، تساوی در که کنید دقت
باشیم: داشته باید نتیجه در و باشد مͬ λj(A)B̃ij

λi(A)B̃ij = λj(A)B̃ij =⇒ (λi(A)− λj(A))B̃ij = ۰

توان مͬ بالا تساوی به توجه با نتیجه در باشد. مͬ λj(A) − λj(A) ̸= ۰ معادل طور به با λj(A) ̸= λj(A) آنگاه باشد، j ̸= i اگر که دانیم مͬ
نوشت:

۱ ≤ i ̸= j ≤ n; B̃ij = ۰

است. پذیر قطری نیز B̃ ماتریس باشد، مͬ B = PB̃P−۱ چون و بوده قطری ماتریس ͷی B پس
داریم: که کنید دقت نهایت در

AB = PΛP−۱PB̃P−۱ = PΛB̃P−۱

بود. خواهد قطری نیز AB = PDP−۱ ماتریس بنابراین است. قطری ماتریس دو حاصلضرب که چرا باشد، مͬ قطری D = ΛB̃ ماتریس وضوح به
بەطوری که: دارد وجود P مانند معکوس پذیری ماتریس بنابراین باشند. قطری شدنͬ B و A کنید فرض (ب)

D۱ = P−۱AP, D۲ = P−۱BP

هستند. قطری ماتریس های D۲ و D۱ آن در که
پس:

A = PD۱P
−۱, B = PD۲P

−۱

ͬ کنیم: م بررسͬ حال

AB = PD۱P
−۱PD۲P

−۱ = PD۱D۲P
−۱

BA = PD۲D۱P
−۱

جابجاپذیرند: هم با آن ها هستند، قطری ماتریس های D۲ و D۱ که آن جایی از

D۱D۲ = D۲D۱ ⇒ AB = BA

هستند. نیز جابجا پذیر آن ها آنگاه باشند، قطری شدنͬ همزمان بەصورت B و A اگر بنابراین،

نمره) ۰) ۴ پاسخ

ͬ آوریم: م بەدست را ماتریس ترانهادەی ابتدا (الف)

AT =

۱ −۱
۰ ۱
۱ ۰


ͬ کنیم: م محاسبه را ATA سپس

ATA =

۱ −۱
۰ ۱
۱ ۰

[
۱ ۰ ۱
−۱ ۱ ۰

]
=

 ۲ −۱ −۱
−۱ ۱ ۰
−۱ ۰ ۱



۴



ͬ آوریم: م بەدست را ماتریس این ویژەی بردارهای و ویژه مقدارهای

λ۱ = ۳, v۱ =

 ۲
−۱
۱

 , λ۲ = ۱, v۲ =

۰
۱
۱

 , λ۳ = ۰, v۳ =

−۱
−۱
۱


با: برابرند منفرد مقادیر

σ۱ =
√

۳, σ۲ = ۱, σ۳ = ۰

است: زیر صورت به Σ ماتریس

Σ =

[√
۳ ۰ ۰

۰ ۱ ۰

]
≈

[
۱٫۷۳۲ ۰ ۰

۰ ۱ ۰

]
بسازیم: را V ستون های تا ͬ کنیم م نرمال سازی را ویژه بردارهای

V =


۲√
۶ ۰ −۱√

۳
−۱√

۶
۱√
۲

−۱√
۳

۱√
۶

۱√
۲

۱√
۳

 ≈

 ۰٫۸۱۶ ۰ −۰٫۵۷۷
−۰٫۴۰۸ ۰٫۷۰۷ −۰٫۵۷۷
۰٫۴۰۸ ۰٫۷۰۷ ۰٫۵۷۷


ͬ آوریم: م بەدست ui =

۱
σi
Avi رابطەی از استفاده با را ui بردارهای اکنون

u۱ =

[
۱√
۲

− ۱√
۲

]
, u۲ =

[
۱√
۲

۱√
۲

]

است: زیر شͺل به U ماتریس بنابراین

U =

[
۱√
۲

۱√
۲

− ۱√
۲

۱√
۲

]
≈

[
۰٫۷۰۷ ۰٫۷۰۷
−۰٫۷۰۷ ۰٫۷۰۷

]
بود: خواهد زیر صورت به منفرد مقدار تجزیه نتیجه در

A = UΣV T

ͬ آوریم: م بەدست را ماتریس ترانهادەی ابتدا (ب)

AT =

 ۱ ۰ −۲
−۱ ۲ ۰
۱ ۱ ۰


ͬ کنیم: م محاسبه را W = AAT سپس

W = AAT =

 ۱ −۱ ۱
۰ ۲ ۱
−۲ ۰ ۰

 ۱ ۰ −۲
−۱ ۲ ۰
۱ ۱ ۰

 =

 ۳ −۳ ۳
−۳ ۵ −۱
۳ −۱ ۵


از: عبارتند W ویژەی مقدارهای

λ۱ = ۹, λ۲ = ۴, λ۳ = ۰

متناظر: ویژەی بردارهای

λ۱ = ۹ ⇒ u⃗۱ =

 ۱
−۱
۱

 , λ۲ = ۴ ⇒ u⃗۲ =

۰
۱
۱

 , λ۳ = ۰ ⇒ u⃗۳ =

−۲
−۱
۱


:U ماتریس ساخت برای بردارها نرمال سازی

U =

 ۱√
۳

 ۱
−۱
۱

 ,
۱√
۲

۰
۱
۱

 ,
۱√
۶

−۲
−۱
۱


صفر): (غیر ویژه مقادیر مربع ریشه شامل Σ ماتریس

Σ =

۳ ۰ ۰
۰ ۲ ۰
۰ ۰ ۰


آمده: دست به ͬ کنیم م فرض ͬ کنیم. م کامل متعامد بەصورت را سوم بردار و ͬ کنیم م محاسبه σ۲ و σ۱ برای v⃗i = ۱

σi
AT u⃗i رابطەی از را V اکنون

V =

 ۱√
۳

۱
۱
۱

 ,
۱√
۲

 ۰
−۱
۱

 ,
۱√
۶

−۲
۱
۱


نتیجه: در

A = UΣV T

۵



بͽیرید: نظر در را زیر بهینەسازی مسئلەی نمره) ۰) ۵ پاسخ

min
x

∥Ax− b∥۲

زیر: تابع کمینەسازی با است معادل مسئله این

f(x) = ∥Ax− b∥۲
۲ = (Ax− b)T (Ax− b)

ͬ دهیم: م قرار صفر برابر و کرده محاسبه را f(x) تابع گرادیان بهینه، نقطەی کردن پیدا برای

∇f(x) = ۲AT (Ax− b) = ۰

ͬ رسیم: م نرمال معادلەی به سادەسازی، با

ATAx = AT b

با: است برابر مسئله بەفرد منحصر جواب بنابراین، است. معکوس پذیر ATA پس است، کامل رتبەی دارای A که کردەایم فرض چون

x̂ = (ATA)−۱AT b

باشد: زیر صورت به A ماتریس SVⅮ تجزیەی ͬ کنیم م فرض حال

A = UΣV T

داریم: صورت این در

ATA = (V ΣTUT )(UΣV T ) = V ΣTΣV T

پس: .UTU = I است، متعامد ماتریسͬ U چون

ATA = V (ΣTΣ)V T

همچنین: و

AT b = V ΣTUT b

اصلͬ: رابطەی در جایͽذاری با حال

x̂ = (ATA)−۱AT b =
(
V (ΣTΣ)V T

)−۱
V ΣTUT b

ͬ کنیم: م استفاده متعامد ماتریس های خواص از

(
V (ΣTΣ)V T

)−۱
= V

(
ΣTΣ

)−۱
V T

نتیجه: در

x̂ = V
(
ΣTΣ

)−۱
V TV ΣTUT b = V

(
ΣTΣ

)−۱
ΣTUT b

داریم: دارد، وجود آن وارون و است قطری ΣTΣ که آنجا از

(
ΣTΣ

)−۱
ΣT = Σ−۱

نهایت: در پس

x̂ = V Σ−۱UT b

است. نظر مورد رابطەی همان که

نمره) ۰) ۶ پاسخ

۶



تعریف: به توجه با .۱
∥A∥F =

√
tr(A⊤A)

که: ͬ کنیم م توجه ابتدا

A⊤A =


a⊤۱
a⊤۲
...
a⊤n

 [
a۱ a۲ · · · an

]

با: است برابر A⊤A ماتریس قطری درایەهای

(A⊤A)ii = ∥ai∥۲ =

m∑
j=۱

a۲
ij

نتیجه: در

tr(A⊤A) =

n∑
i=۱

m∑
j=۱

a۲
ij =

m∑
i=۱

n∑
j=۱

|Aij |۲

داریم: پس

∥A∥F =

√√√√ m∑
i=۱

n∑
j=۱

|Aij |۲

باشد: زیر بەصورت A ماتریس SVⅮ تجزیۀ کنید فرض .۲
A = UΣV ⊤

صورت: این در
A⊤A = V Σ⊤U⊤UΣV ⊤ = V Σ⊤ΣV ⊤

داریم: است، متعامد ماتریس V که آنجایی از
tr(A⊤A) = tr(V Σ⊤ΣV ⊤) = tr(Σ⊤Σ)

پس: است، σi تکین مقادیر شامل Σ چون و

∥A∥F =
√
tr(A⊤A) =

√√√√ r∑
i=۱

σ۲
i

بالا: رابطۀ به توجه با .۳

∥A∥F =

√√√√ r∑
i=۱

σ۲
i

ͬ کنیم: م استفاده جبری نامساوی از

∥A∥۲
F =

r∑
i=۱

σ۲
i ≤ r · σ۲

max ⇒ ∥A∥F ≤
√
r · σmax

داریم: است، مجموع در مقادیر از ͬͺی σmax چون همچنین

∥A∥F =

√√√√ r∑
i=۱

σ۲
i ≥

√
σ۲
max = σmax

نتیجه: در
σmax(A) ≤ ∥A∥F ≤

√
r σmax(A)

نمره) ۰) ۷ پاسخ
A⊤ = (UΣV ⊤)⊤ = V Σ⊤U⊤

:Σ = Σ⊤ است، قطری ماتریس ͷی Σ که این به توجه با
A⊤ = V ΣU⊤

.U⊤ui = ei نتیجه در و U⊤U = I ͬ دانیم م U ماتریس در Orthogonaⅼity خاصیت طبق

A⊤ui = V ΣU⊤ui = V Σei = V σiei = σi(V ei) = σivi

۷


