
مهربان بخشنده خداوند نام به

خطͬ جبر
کامپیوتر مهندسͬ دانشͺده

رمضانͬ مریم ربیعͬ، حمیدرضا
۱۴۰۴ بهار

۱۴۰۴ خرداد ۴ انتشار: تاریخ ششم تمرین مربعات کمترین بردار،  و ماتریس مشتق نرم، فضای

کنید. مطرح کوئرا سامانه در را تمرین این درمورد خود پرسش های .۱

حداکثر تا ͬ توانید م را عملͬ و تئوری تمرین هر همچنین کنید. استفاده تاخیر روز ۱۶ از ͬ توانید م نیم سال طول در مجموع در شما تاخیر: با ارسال سیاست .۲
گرد بالا به و شده محاسبه ساعت مقیاس با تاخیرها ͬ شود. م حساب جداگانه بەصورت عملͬ و تئوری تمارین برای مقدار این دهید. تحویل تاخیر با روز ۳

ͬ شوند. م

مشورت یͷ دیͽر با کلͬ ایدەی آوردن بەدست یا و ابهام رفع برای تمارین حل در ͬ توانند م دانشجویان تمارین: کردن حل در دانشجویان مشارکت سیاست .۳
آوردن بەدست اما شود. یادگیری تقویت موجب ͬ تواند م گروهͬ کار و هم فکری که چرا ͬ باشد؛ م درس ارائەی تیم تشویق و تایید مورد کار این کنند. همفکری و
ذکر را کردید همفکری آن ها با که افرادی نام خود ارسالͬ پاسخ های انتهای در حتما شود. انجام دانشجو خود توسط تماما باید پاسخ نگارش و راەحل جزئیات

کنید.

تئوری سوالات

بەطوری که: باشند داشته وجود c۲ و c۱ ثابت های اگر تنها و اگر ͬ کنیم م تعریف یͺدیͽر معادل را ||.||b و ||.||a نرم دو ما ۱ پرسش

∀v : c۱||v||a < ||v||b < c۲||v||a

یͺدیͽرند. معادل بردار طبیعͬ نرم های تمام کنید ثابت

درایەهای تمام که است ماتریسͬ اینجا، در |A| از (منظور درست اند. زیر نرم های تعاریف از ͷی کدام کنید بررسͬ n× n ماتریس های فضای برای ۲ پرسش
است.) A ماتریس با متناظر درایەی قدرمطلق آن

||A|| = det(|A|) (الف)
||A|| = tr(|A|) (ب)

(ج)

∥A∥ = max

(
∥Av∥p
∥v∥p

)
بود: خواهد برقرار زیر عبارت گاه آن ،E ∈ Rn×n باشیم داشته و v ̸= ۰ و v ∈ Rn اگر دهید نشان ۳ پرسش

∥∥∥∥E (I − vvT

vT v

)∥∥∥∥۲

F

= ∥E∥۲
F −

∥Ev∥۲
۲

vT v

∥A∥۲
F = traⅽe[AAT ] فروبنیوس: نرم تعریف

کنید. بررسͬ P := vvT

vT v
برای را orthogonaⅼ projeⅽtion خواص راهنمایی:

θ مناسب بردار ما مشخص، طور به دارد. را X ∈ Rm×n ͬ های ویژگ و y ∈ Rn برچسب های بین خطͬ برازش بهترین یافتن وظیفه خطͬ رگرسیون ۴ پرسش
صورت به مقدار این کند. کمینه را مربعات میانگین خطای که است برداری θ برای ممͺن انتخاب های بهترین از ͬͺی .y = Xθ که طوری به ͬ کنیم م تعیین را

ͬ شود: م تعریف زیر

J(θ) =
۱
N

(Xθ − y)T (Xθ − y).

کند. کمینه را مربعات میانگین خطای که بیابید طوری را θ مقدار

است: محدب زیر تابع دهید نشان ۵ پرسش

f(x) = log

(
n∑

k=۱

exp(xk)

)
.vT∇۲f(x)v ≥ ۰ ،v مقادیر همه ازای به دهید نشان باید است محدب f(x) دهید نشان که این برای راهنمایی:

۱



بیابید. را زیر معادلات دستگاه مربعات کمترین جواب ۶ پرسش

x− z = −۱
۲x− y + ۳z = ۱

y − ۳z = ۰
−۵x+ ۲y + z = ۳

که W قطری ماتریس تشͺیل با کرد. متناظر درایه هر به را wi > ۰ وزن میتوان باشند، تر مهم ها درایه دیͽر از Ax− b بردار های درایه از برخͬ اگر ۷ پرسش
کرد. پیدا minx∈Rn ∥W (Ax− b)∥۲ کردن پیدا با را دار وزن جدید مسئله مربعات کمترین تقریب جواب توان مͬ شود، مͬ تعریف زیر شͺل به

W =

 w۱ · · · ۰
...

. . .
...

۰ · · · wn


شود. مͬ گفته دار وزن مربعات کمترین تقریب فوق رویͺرد به

است. مثبت معین متقارن W وزن ماتریس که دهید نشان (آ)
صورت به را دار وزن مربعات کمترین تقریب نرمال معادلات آوردیم، دست به را ATAx = AT b نرمال معادلات که ای شیوه همان از گرفتن الهام با (ب)

دهید. تشͺیل ATWAx = ATWb

بازنویسͬ نحوی به را ب قسمت نرمال معادلات .(W ۱/۲)۲ = W که طوری به باشد، W ۱/۲ = ⅾiag(√w۱ +
√
w۲ + · · · +√

wn) کنید فرض (ج)
است. شده استفاده W ۱/۲A شدۀ مقیاس ماتریس از A ماتریس جای به که تفاوت این با شوند معمولͬ نرمال معادلات به تبدیل که کنید

آمارشناسان بͽیرید، نظر در را Xβ = y ماتریسͬ معادله داد. برازش مستقیم خط ͷی از غیر چیزی با را داده نقاط است لازم کاربردها، برخͬ در ۸ پرسش
شود: مͬ تعریف زیر صورت به که کنند مͬ معرفͬ (ϵ) باقیمانده بردار ͷی معمولا

ϵ = y −Xβ

نویسند: مͬ و

y = Xβ + ϵ

جواب یافتن معادل که است ϵ طول سازی کمینه هدف شدند، تعیین y و X که زمانͬ شود. مͬ شناخته خطͬ مدل ͷی عنوان به فرم این از ای معادله هر
است: زیر نرمال معادلات برای جوابی β̂ مربعات حداقل جواب مورد، هر در است. Xβ = y برای مربعات حداقل

XTXβ = XT y

کنید: فرض حال

x̄ = ۱
n (x۱ + x۲ + · · ·+ xn), ȳ = ۱

n (y۱ + y۲ + · · ·+ yn)

x̄ که دهید نشان دیͽر، عبارت به کند. عبور (x̄, ȳ) نقطه از باید (x۱, y۱), (x۲, y۲), · · · , (xn, yn) های داده برای مربعات حداقل خط که دهید نشان
کنند: مͬ صدق زیر خطͬ معادله در ȳ و

ȳ = β̂۰ + β̂۱x̄

فرض اینکار برای معادلند. یͺدیͽر با نرم ها تمام که ͬ شود م اثبات سادگͬ به آن از پس و معادلند بی نهایت نرم با طبیعͬ نرم های تمام ͬ کنیم م ثابت ابتدا ۱ پاسخ
مولفەهای تمام اگر همچنین است. بینهایت نرم از بزرگ تر همواره p نرم است واضح است. معادل ∞ نرم با p نرم ͬ کنیم م ثابت و است Rn برداری فضای ͬ کنیم م

داریم باشند، x برابر بردار

|v|p = p
√
n · xp

که ͬ دهد م نتیجه و

|v|p = p
√
n · x = p

√
n · |v|∞

داریم: همواره بنابراین است. خاص بینهایت نرم ͷی ازای به p نرم مقدار بیشینەی این و

|v|∞ ≤ |v|p ≤ p
√
n|v|∞

a, c نرم آنگاه باشند، یͺدیͽر معادل b, c نرم و یͺدیͽر معادل a, b نرم اگر که کرد اثبات ͬ توان م سادگͬ به معادلند. بینهایت نرم با طبیعͬ نرم های تمام پس
یͺدیͽرند. معادل طبیعͬ نرم های تمام که بͽیریم نتیجه ͬ توان م و معادلند

۲



دترمینان تعریف در اما شود. صفر برابر آن خود که است صفر زمانͬ تنها بردار ͷی نرم نرم،  تعریف طبق ͬ دانیم م است. غلط نرم تعریف این (الف) ۲ پاسخ
است ͷی برابر آن درایەهای تمام که ماتریسͬ مثال، برای است.)  مثبت درایەهایشان تمام (و اند صفر آنها دترمینان ولͬ نیستند صفر که دارند وجود ماتریس هایی

نیست. صفر برابر ولͬ دارد صفر دترمینان
وجود ماتریس هایی دوباره اما شود. صفر برابر آن خود که است صفر زمانͬ تنها بردار ͷی نرم نرم،  تعریف طبق ͬ دانیم م است. غلط نرم تعریف این (ب)

نیستند. صفر برابر خودشان ولͬ صفرند آنها اصلͬ قطر درایەهای تمام که دارند

بردارها تمامͬ ازای به یعنͬ شود، صفر فوق نرم اگر همچنین است. نامنفͬ همواره نرم تعریف این که است مشخص است. صحیح نرم تعریف این (ج)
و کنیم ضرب یͺه بردارهای در را ماتریس موضوع، این به بردن پی برای ͬ توانیم (م است. صفر ماتریس که ͬ دهد م نتیجه و شده صفر آنها در ماتریس ضرب

داریم: همچنین است.) صفر آن ستون های تمام که بͽیریم نتیجه

|aA| = max

(
|aAv|p
|v|p

)
= |a|max

(
|Av|p
|v|p

)
= |a|∥A∥

ͬ کنیم. م عوض کمͬ را نرم تعریف سادگͬ برای کنیم. اثبات را مثلث نامساوی است کافͬ حال

∥A∥ = max (|Av|p) , |v|p = ۱

یعنͬ: است. u در |(A+B)v|p برای بیشینه بردار ͬ کنیم م فرض حال، است. سازگار قبلͬ تعریف با تعریف این که است مشخص

∥A+B∥ = |(A+B)u|p

داریم: بردارها برای مثلث نامساوی بنابر

|(A+B)u|p ≤ |Au|p + |Bu|p

داریم: طرفͬ از

|Au|p ≤ ∥A∥, |Bu|p ≤ ∥B∥

بنابراین:

∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥

باشیم: داشته کنید فرض پاسخ ۳ پاسخ

P :=
vvT

vT v

ͬ کنیم: م ساده را شده داده عبارت فروبنیوس نرم تعریف از استفاده با حال

∥E − EP∥۲
F = traⅽe[(E − EP )(E − EP )T ] = traⅽe(EET − EPTET − EPET + EPPTET )

ͬ دهد: م نتیجه که است orthogonal projection ͷی که ͬ دانیم م P تعریف به توجه با

PT = P, P ۲ = PPT = P

∥E − EP∥۲
F = traⅽe(EET − EPET − EPET + EPET )

= traⅽe(EET − EPET ) = traⅽe(EET − EP (EP )T )

= traⅽe(EET )− traⅽe[EP (EP )T ] = ∥E∥۲
F − ∥EP∥۲

F

.∥EP∥۲
F =

∥Ev∥۲
۲

vT v
دهیم: نشان است کافͬ حال

∥EP∥۲
F = traⅽe[(EP )TEP ] = traⅽe(PTETEP )

= traⅽe
(
vvTETEvvT

(vT v)۲

)
=

vTETEv · vT v
(vT v)(vT v)

=
∥Ev∥۲

۲
vT v

۳



داریم: J عبارت کردن باز با ۴ پاسخ

J(θ) =
۱
N

(Xθ − y)T (Xθ − y)

=
۱
N

(θTXT − yT )(Xθ − y)

=
۱
N

(θTXTXθ − θTXTy − yTXθ + yTy)

داریم: پس است متقارن XTX ماتریس که ͬ دانیم م
d(θTXTXθ)

dθ
= ۲XTXθ

ͬ آوریم. م دست به را زیر مشتق های همچنین

d(θTXTy)

dθ
= XTy &

d(yTXθ)

dθ
= XTy &

d(yTy)

dθ
= ۰

⇒ dJ(θ)

dθ
=

۱
N

(
d(θTXTXθ)

dθ
− d(θTXTy)

dθ
− d(yTXθ)

dθ
+

d(yTy)

dθ

)
=

۱
N

(۲XTXθ −XTy −XTy + ۰)

=
۲
N

(XTXθ −XTy).

داریم: XTX پذیری وارون فرض و ۰ با مساوی عبارت این دادن قرار با

XTXθ −XTy = ۰
⇒XTXθ = XTy

⇒θ = (XTX)−۱XTy.

ͬ آوریم: م دست به را xi به نسبت f(x) مشتق ابتدا ۵ پاسخ

∂f(x)

∂xi
=

exp(xi)∑n
k=۱ exp(xk)

ͬ آوریم: م دست به حالت دو برای را دوم مشتق حال

∂۲f(x)

∂x۲
i

=
∂
(

exp(xi)∑n
k=۱ exp(xk)

)
∂xi

=
exp(xi)∑n

k=۱ exp(xk)
− (exp(xi))

۲(∑n
k=۱ exp(xk)

)۲

∂۲f(x)

∂xixj
=

∂
(

exp(xi)∑n
k=۱ exp(xk)

)
∂xj

= − exp(xi) exp(xj)(∑n
k=۱ exp(xk)

)۲

ͬ شوند: م ساده زیر شͺل به بالا عبارات نتیجه در باشد. exp(xi) آن ام i مولفه که ͬ کنیم م تعریف برداری را z بردار

∂۲f(x)

∂x۲
i

=
zi∑n

k=۱ zk
− (zi)

۲(∑n
k=۱ zk

)۲ =
zi

۱T z
− (zi)

۲

(۱T z)
۲

∂۲f(x)

∂xixj
= − zizj(∑n

k=۱ zk
)۲ = − zizj

(۱T z)
۲

داشت: خواهیم بالا عبارت دو دادن قرار هم کنار با حال

∇۲f(x) =
diag(z)

۱T z
− zzT

(۱T z)۲

۴



vT∇۲f(x)v ≥ ۰ دهیم نشان است کافͬ

vT∇۲f(x)v = vT
diag(z)

۱T z
v − vT

zzT

(۱T z)۲ v

=

∑n
i=۱ v

۲
i zi

۱T z
− ∥zT v∥۲

۲
(۱T z)۲

=

(∑n
i=۱ v

۲
i zi
) (∑n

i=۱ zi
)
−
∑n

i=۱ v
۲
i z

۲
i

(۱T z)۲

ͬ دانیم: م کشͬ⁃شوارتز نامساوی )طبق
n∑

i=۱
v۲
i zi

)(
n∑

i=۱
zi

)
≥

n∑
i=۱

v۲
i z

۲
i

داشت: خواهیم است مثبت نیز مخرج که جا آن n∑)از
i=۱ v

۲
i zi
) (∑n

i=۱ zi
)
−
∑n

i=۱ v
۲
i z

۲
i

(۱T z)۲ ≥ ۰

است. محدب f(x) ͬ دهد م نتیجه که .vT∇۲f(x)v ≥ ۰ دلخواه v هر ازای به دادیم نشان پس

ها جواب تعداد بررسͬ ۶ پاسخ
۱ ۰ −۱
۲ −۱ ۳
۰ ۱ −۳
−۵ ۲ ۱


 s
t
m

 =


−۱
۱
۰
۳


نیست. سازگار دستگاه بͽیریم نتیجه ͬ توانیم م پس Rank(A) = ۳ ̸= Rank([A|b]) = ۴

B = AAT =

 ۱ ۲ ۰ −۵
۰ −۱ ۱ ۲
−۱ ۳ −۳ ۱




۱ ۰ −۱
۲ −۱ ۳
۰ ۱ −۳
−۵ ۲ ۱

 =

 ۳۰ −۱۲ ۰
−۱۲ ۶ −۴

۰ −۴ ۲۰



c = AT b =

 ۱ ۲ ۰ −۵
۰ −۱ ۱ ۲
−۱ ۳ −۳ ۱



−۱
۱
۰
۳

 =

−۱۴
۵
۷



BX∗ = c =⇒

 ۳۰ −۱۲ ۰
−۱۲ ۶ −۴

۰ −۴ ۲۰

X∗ =

−۱۴
۵
۷


داشت: خواهیم حل روش های از ͬͺی از استفاده با

X∗ =

 ۱
۳
۲
۳
۴



r∗ = b−AX∗ =


−۱
۱
۰
۳

−


۱
۳ − ۳

۴۲
۳ − ۲ + ۹

۴
۲ − ۹

۴
− ۵

۳ + ۴ + ۳
۴

 =


− ۷

۱۲۱
۱۲۱
۴

− ۱
۱۲


دارد. را مربعات کمترین جواب که حالͬ در است ناسازگار اصلͬ دستگاه شد آورده اول در که همان طور که است این دهنده نشان که

∥r∗∥۲ = ∥[−۷
۱۲

۱
۱۲

۱
۴
−۱
۱۲

]T ∥۲ = ۰٫۶۴۵۵

.W = WT یعنͬ باشد. مͬ هم متقارن است، قطری W چون (آ) ۷ پاسخ
X = باشیم داشته اینکه فرض با .XTWX > ۰ که داریم X صفر غیر دلخواه بردار هر برای دهیم نشان باید W بودن مثبت معین اثبات برای

: آنگاه ،[x۱ x۲ . . . xn]
T

XTWX = [x۱ x۲ . . . xn]


w۱ ۰ ۰ . . . ۰
۰ w۲ ۰ . . . ۰
۰ ۰ w۳ . . . ۰
...

...
...

. . .
...

۰ ۰ ۰ . . . wn



x۱
x۲
...
xn

 =

n∑
i=۱

wix
۲
i > ۰

است. مثبت معین متقارن W پس .xj ̸= ۰ که (۱ ≤ j ≤ n) j ͷی حداقل دارد وجود همچنین و ۱ ≤ i ≤ n هر ازای به wi > ۰ که چرا

۵



ͬ باشد. م min
X∈Rn

∥W (b−AX)∥۲ مساله حل هدف (ب)

داشت: خواهیم f(X) = ∥W (b−AX)∥۲
۲ تعریف و نرم⁃ ۲ گرفتن نظر در با

f(X) = ∥W (b−AX)∥۲
۲ = (W (b−AX))T (W (b−AX))

= ((b−AX)TWT )(W (b−AX))

= ((bT −XTAT )WT )(W (b−AX))

= (bTWT −XTATWT )(Wb−WAX)

= bTWTWb− bTWTWAX −XTATWTWb+XTATWTWAX

هستند اسͺالر دو هر XTATWTWb و bTWTWAX اینکه به توجه با

XTATWTWb = (XTATWTWb)T = bTWTWAX

: داشت خواهیم لذا و
f(X) = bTWTWb− ۲bTWTWAX +XTATWTWAX

: داریم قضیەای طبق و f(X) = b′T b′ − ۲b′TA′X +XTA′TA′X که داشت خواهیم A′ := WA و b′ := Wb تعریف با

∇f(X) = ۲A′TA′X − ۲A′T b′

: لذا و بوده صفر X∗ در f گرادیان باید باشد، min
X∈Rn

∥W (b−AX)∥۲
۲ جواب X∗ اگر پس

∇f(X∗) = ۲A′TA′X∗ − ۲A′T b′ = ۲ATWTWAX∗ − ۲ATWTWb = ۰

ͬ آید. م دست به ATW ۲AX∗ = ATW ۲b صورت به دار وزن مربعات کمترین تقریب نرمال معادلات نتیجه در و W = WT است، متقارن W چون
کمینه مساله و کرده داخلͬ ضرب این از بەدست آمده نرم به مجهز را جدید فضای بͽیریم، نظر در را ⟨x, y⟩S = xTSy اگر و داده تغییر را فضا ادامه در
ضرب ͷی ⟨x, y⟩S باشد، مثبت معین متقارن S اگر که کردیم ثابت اول سری پنجم تمرین در که داریم توجه کنیم. مͬ حل نرم این از استفاده با را سازی

است. نرم این با min
X∈Rn

∥AX − b∥۲ مساله حل هدف پس است. معتبر ⟨x, y⟩W است، مثبت معین متقارن W چون و است معتبر داخلͬ
: داشت خواهیم g(X) = ∥AX − b∥۲ تعریف با

g(X) = ∥AX − b∥۲

= ⟨AX − b, AX − b⟩W
= (AX − b)TW (AX − b)

= XTATWAX −XTATWb− bTWAX + bTWb

= XTATWAX − ۲bTWAX + bTWb

: داشت خواهیم A′′ := W
۱
۲ A و b′′ := W

۱
۲ b تعریف با

g((X) = XTA′′TA′′X − ۲b′′TA′′X + b′′
T
b′′

: داریم قضیەای طبق و
∇g(X) = ۲A′′TA′′X − ۲A′′T b′′

=⇒ A′′TA′′X∗ = A′′T b′′

=⇒ ATWAX∗ = ATWb

: پس است، متقارن نیز W ۱
۲ که داریم توجه (ج)

ATWAX∗ = ATWb =⇒ AT (W
۱
۲ )TW

۱
۲ AX∗ = AT (W

۱
۲ )TW

۱
۲ b

=⇒ (W
۱
۲ )TW

۱
۲ AX∗ = (W

۱
۲ )TW

۱
۲ b

: داشت خواهیم A′′′ := W
۱
۲ A و b′′′ := W

۱
۲ b تعریف با

A′′′TA′′′X∗ = A′′′b′′′

است. معمولͬ نرمال معادلات فرم به که

: داریم کار و سر زیر ماتریس و w بردار با خطͬ مدل های بحث در ۸ پاسخ

yn×۱ =


y۱
y۲
...
yn

 , Xn×۲ =


۱ x۱
۱ x۲
...
۱ xn

 , β۲×۱ =

[
β۰
β۱

]
, εn×۱ =


ε۱
ε۲
...
εn


۶



صدق نرمال معادلات این در β̂ لذا است. XTXβ = XT y نرمال معادلات برای جوابی β̂ مربعات حداقل جواب شده، گفته سوال صورت در که همانطور
ͬ کند. م

[
۱ ۱ · · · ۱
x۱ x۲ · · · xn

]
۱ x۱
۱ x۲
...
۱ xn


[
β̂۰
β̂۱

]
=

[
۱ ۱ · · · ۱
x۱ x۲ · · · xn

]
y۱
y۲
...
yn


=⇒

[
n

∑
xi∑

xi

∑
x۲
i

] [
β̂۰
β̂۱

]
=

[ ∑
yi∑
xiyi

]
رسیم: مͬ زیر معادله دو به آن از }که

nβ̂۰ + β̂۱
∑

xi =
∑

yi

β̂۰
∑

xi + β̂۱
∑

x۲
i =

∑
xiyi

کنیم. تقسیم n بر را طرف دو و گرفته نظر در را اول معادله تنها است کافͬ

β̂۰ + β̂۱x̄ = ȳ

است. سوال مطلوب همان که
تنها به نسبت

∑
εi =

∑
(yi − ŷi)

۲ کردن کمینه با ͬ توانستند م دانشجویان بود، گذاشته اختیار در مستقیم طور به را نرمال معادلات سوال صورت اینکه با
نیز SSE با را

∑
ε۲
i آمار (در : داشت خواهیم است. yi = β̂۰ + β̂۱xi صورت به و بوده yi شده برازش مقدار ŷi که برسند، مطلوب معادله به β̂۰ متغیر ͷی

ͬ دهند.) م نمایش
∂
∑

ε۲
i

∂β̂۰
=

∂ SSE

∂β̂۰
=

∂

∂β̂۰

n∑
i=۱

(yi − β̂۰ − β̂۱xi)
۲

= −۲
n∑

i=۱
(yi − β̂۰ − β̂۱xi)

= −۲(
n∑

i=۱
yi − nβ̂۰ − β̂۱

n∑
i=۱

xi) = ۰

: داشت خواهیم لذا
n∑

i=۱
yi = nβ̂۰ + β̂۱

n∑
i=۱

xi

ͬ رسیم. م مطلوب معادله به n بر طرفین تقسیم با که
ȳ = β̂۰ + β̂۱x̄

۷


