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اگر باشد. n× n مربعͬ ماتریس ͷی A کنید فرض نمره) ۰٫۶) پرسش۱

dim(Range(A)) = dim(Range(A۲))

که: دهید نشان
Range(A) ∩Null(A) = {۰}

است: برقرار زیر نابرابری دهید نشان باشند. n× n مربعͬ ماتریس های A۱, . . . ,Am کنید فرض نمره) ۰٫۶) پرسش۲

rank

(
m∑
i=۱

Ai

)
≤

m∑
i=۱

rank(Ai)

کنید بیان B و A مربعͬ های ماتریس برای کافͬ شرط ͷی دیͽر عبارت به کنید. معرفͬ m = ۲ حالت در تساوی برقراری برای نابدیهͬ کافͬ شرط ͷی سپس
باشیم: داشته آن برقراری صورت در که

rank(A+B) = rank(A) + rank(B)

نمره) ۰٫۶) ۱ پاسخ

ͬ پردازیم. م لم چند اثبات و بیان به ابتدا

Range(A۲) ⊆ Range(A) :۱ لم

که: طوری به دارد وجود y بردار آنگاه ،x ∈ Range(AT ) اگر اثبات:

x = A۲y

x = A(Ay)

x ∈ Range(A)

داریم: پس
Range(A۲) ⊆ Range(A)

Null(A) ⊆ Null(A۲) :۲ لم

آنگاه: ،v ∈ Null(A) اگر اثبات:
Av = ۰

A۲v = A(Av) = A(۰) = ۰

نتیجه: در ،v ∈ Null(A۲) پس
Null(A) ⊆ Null(A۲)

.W۱ = W۲ آنگاه ،dimW۱ = dimW۲ و W۱ ⊆ W۲ و باشند ͬ بعد متناه برداری فضای ͷی زیر فضاهای W۱,W۲ اگر :۳ لم

دارد: وجود زیر بردار آنگاه .W۱ ̸= W۲ کنید فرض ادعا خلاف بر اثبات:

w ∈ W۲ \W۱

پس: ͬ سازد، م بزرگ تر مستقل̞ مجموعەای W۱ از پایه ͷی به w افزودن

dim
(
W۱ + span{w}

)
= dimW۱ + ۱

چون: طرفͬ از
W۱ + span{w} ⊆ W۲

داریم:

۱



dimW۲ ≥ dimW۱ + ۱

بنابراین: است، تناقض در dimW۱ = dimW۲ فرض با که
W۱ = W۲

کنید: فرض سؤال صورتِ طبق حال
dim(Range(A)) = dim(Range(A۲))

داریم: ۱ لم از
Range(A۲) ⊆ Range(A)

ͬ گیریم: م نتیجه ۳ لم با است، برابر فضا دو این ابعاد چون و

Range(A۲) = Range(A)

ͬ کنیم: م استفاده A۲ و A برای Rank–Nuⅼⅼity قضیەی از اکنون

dim(Range(A)) + dim(Null(A)) = n

dim(Range(A۲)) + dim(Null(A۲)) = n

ͬ شود: م نتیجه dim(Range(A)) و dim(Range(A۲)) برابری از

dim(Null(A)) = dim(Null(A۲))

ͬ گیریم: م نتیجه ۳ لم و ۲ لم با و
Null(A) = Null(A۲)

اگر اکنون
x ∈ Range(A) ∩Null(A),

که طوری به دارد وجود y بردار آنگاه
x = Ay و Ax = ۰

داریم: Ax = ۰ از
y ∈ Null(A۲)

ͬ شود: م نتیجه ،Null(A۲) = Null(A) چون و
Ay = ۰

پس:
x = ۰

نتیجه: در
Range(A) ∩Null(A) = {۰}

صورت به حͺم باشد، m = ۱ اگر که ͬ کنیم م توجه شروع، برای نمره) ۰٫۶) ۲ پاسخ

rank(A۱) ≤ rank(A۱)

باشند. n× n مربعͬ ماتریس دو B و A کنید فرض ͬ کنیم. م بررسͬ را m = ۲ حالت اکنون است. درست m = ۱ برای حͺم پس است. بدیهͬ که ͬ آید درم
تعریف، طبق ͬ دهیم. م نشان T = Col(B) با را B ستونͬ فضای و S = Col(A) با را A ستونͬ فضای

rank(A) = dimS, rank(B) = dimT.

بͽیرید: A ستونͬ فضای برای پایه ͷی
{v۱, . . . ,vk} آن در که k = rank(A).

بەطوری که ͬ آیند) م T از (که ͬ گیریم م نظر در w۱, . . . ,wℓ بردارهایی یعنͬ ͬ دهیم. م گسترش S + T یعنͬ فضا دو جمع برای پایه ͷی به را مجموعه این

{v۱, . . . ,vk,w۱, . . . ,wℓ}

صورت این در باشد. S + T برای پایه ͷی
dim(S + T ) = k + ℓ.

داریم ،T ⊆ S + T و S ⊆ S + T چون دیͽر، طرف از

dim(S + T ) ≤ dimS + dimT = rank(A) + rank(B).

۲



پس
k + ℓ = dim(S + T ) ≤ rank(A) + rank(B).

با است برابر ماتریس این j⁃ام ستون ͬ کنیم. م نگاه A+B ماتریس به اکنون

(A+B)ej = Aej +Bej ,

بنابراین است، T در یعنͬ B ستونͬ فضای در Bej بردار و است S در یعنͬ A ستونͬ فضای در Aej بردار است. استاندارد پایه بردار ej آن در که

(A+B)ej = Aej +Bej ∈ S + T.

است: S + T از زیرفضایی A+B ستونͬ فضای نتیجه در و دارد قرار S + T در A+B ماتریس ستون هر پس

Col(A+B) ⊆ S + T.

نتیجه در
rank(A+B) = dimCol(A+B) ≤ dim(S + T ) ≤ rank(A) + rank(B).

شد: ثابت m = ۲ برای نابرابری ترتیب این به
rank(A+B) ≤ rank(A) + rank(B).

n× n مربعͬ ماتریس های و m ≥ ۱ هر برای که است این کنیم ثابت ͬ خواهیم م که گزارەای ͬ کنیم. م استفاده m روی استقرا از اکنون

A۱, . . . ,Am

داریم

rank

(
m∑
i=۱

Ai

)
≤

m∑
i=۱

rank(Ai).

صورت این به را استقرایی فرض حال کردیم. ثابت بالا در را نابرابری نیز m = ۲ برای و است، بدیهͬ شد گفته که همان طور ،m = ۱ حالت یعنͬ استقرا، پایۀ
یعنͬ است، برقرار ماتریس m− ۱ برای نابرابری کنید فرض ͬ گیریم: م نظر در

rank

(
m−۱∑
i=۱

Ai

)
≤

m−۱∑
i=۱

rank(Ai).

ͬ کنیم م تعریف ͬ گیریم. م نظر در ماتریس دو جمع صورت به را
∑m

i=۱ Ai مجموع است. برقرار ماتریس m برای نابرابری نوع همین که دهیم نشان ͬ خواهیم م
صورت این در .B =

∑m−۱
i=۱ Ai

m∑
i=۱

Ai = B+Am.

داریم Am و B ماتریس دو برای ͬ کنیم. م استفاده ماتریس دو برای ثابت شده نابرابری از حالا

rank(B+Am) ≤ rank(B) + rank(Am).

یعنͬ

rank

(
m∑
i=۱

Ai

)
= rank(B+Am) ≤ rank(B) + rank(Am).

استقرا: فرض طبق ͬ کنیم. م استفاده B روی استقرایی فرض از اکنون

rank(B) = rank

(
m−۱∑
i=۱

Ai

)
≤

m−۱∑
i=۱

rank(Ai).

پس

rank

(
m∑
i=۱

Ai

)
≤

(
m−۱∑
i=۱

rank(Ai)

)
+ rank(Am) =

m∑
i=۱

rank(Ai).

بررسͬ m = ۲ و m = ۱ برای را نابرابری این اینکه به توجه با است. برقرار هم ماتریس m برای باشد، برقرار ماتریس m − ۱ برای نابرابری اگر بنابراین،
داریم: m ≥ ۱ هر برای که ͬ گیریم م نتیجه استقرا اصل با کردەایم،

rank

(
m∑
i=۱

Ai

)
≤

m∑
i=۱

rank(Ai).

عمود B ستونͬ و سطری فضای بر ترتیب به A ستونͬ و سطری فضای که است این m = ۲ حالت در تساوی برقراری برای کافͬ شرط ͬ دهیم م نشان حال
فضای بر R(A) سطری فضای همچنین و C(B) ستونͬ فضای بر C(A) ستونͬ فضای و باشند n× n حقیقͬ مربعͬ ماتریس دو B و A کنید فرض باشند.

۳



دهند. تشͺیل را Rn از متعامد زیر فضای دو نیز B و A سطرهای و بسازند را Rn از متعامد زیر فضای دو B و A ستون های یعنͬ باشد؛ عمود R(B) سطری
دهیم نشان ͬ خواهیم م

rank(A+B) = rank(A) + rank(B).

بͽذارید
r = rank(A), s = rank(B).

که بەصورتͬ کنیم انتخاب Rn برای نرمال متعامد پایۀ ͷی ͬ توانیم م که ͬ شود م نتیجه Rn در C(B) و C(A) ستونͬ فضاهای بودن متعامد از

u۱, . . . , ur

و C(A) برای نرمال متعامد پایۀ ͷی
ur+۱, . . . , ur+s

و R(A) سطری فضاهای بودن متعامد از مشابه، بەطور کنند. کامل را فضا ur+s+۱, . . . , un یعنͬ بردارها بقیۀ و باشند C(B) برای نرمال متعامد پایۀ ͷی
نرمال متعامد پایۀ ͷی Rn در R(B)

v۱, . . . , vr, vr+۱, . . . , vr+s, vr+s+۱, . . . , vn

است. R(B) برای نرمال متعامد پایۀ ͷی vr+۱, . . . , vr+s و R(A) برای نرمال متعامد پایۀ ͷی v۱, . . . , vr آن در که ͬ آوریم م بەدست Rn برای
متعامد ماتریس های اکنون

U = [u۱ · · · un] ∈ Rn×n, V = [v۱ · · · vn] ∈ Rn×n

ͬ کنیم م تعریف و ͬ گیریم م نظر در را
A′ = UTAV, B′ = UTBV.

بنابراین ͬ دهد، نم تغییر را رتبه آن ها در راست و چپ ضرب متعامدند، V و U چون

rank(A′) = rank(A) = r, rank(B′) = rank(B) = s, rank(A′ +B′) = rank(A+B).

با ui داخلͬ ضرب سطر، این j⁃ام ستون̞ͬ مؤلفۀ ͬ باشد. م uT
i A بردار همان که است UTA i⁃ام سطر برابر A′ i⁃ام سطر ͬ کنیم. م بررسͬ را A′ ساختار

است صفر داخلͬ ضرب های این تمام نتیجه در و بوده عمود A ستون هر بر پس است، عمود A ستونͬ فضای بر ui آنگاه ،i > r اگر است. A j⁃ام ستون
،j > r اگر است. UTAvj برابر A′ j⁃ام ستون دیͽر، طرف از باشند. ناصفر ͬ توانند م A′ در r تا ۱ سطرهای فقط بنابراین ͬ شود. م صفر A′ i⁃ام سطر و
ͬ توانند م A′ در r تا ۱ ستون های فقط پس است. صفر A′ j⁃ام ستون نتیجه در و ،Avj = ۰ یعنͬ دارد، قرار A سطری فضای متعامد متمم در vj آنگاه

نوع از شͺلͬ A′ بنابراین باشند. ناصفر

A′ =

A۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰


باشد. rank(A۰) = r باید ،rank(A′) = r چون است. r × r ماتریس ͷی A۰ آن در که دارد

span{vr+۱, . . . , vr+s} سطریR(B)در فضای و span{ur+۱, . . . , ur+s} در C(B) ستونͬ فضای که تفاوت این با است، همین طور ′Bدقیقاً برای
فقط مشابه، بەطور باشند. ناصفر ͬ توانند م r + s تا r + ۱ سطرهای فقط و صفرند B′ در r + s از بعد سطرهای نیز و r تا ۱ سطرهای بنابراین دارد. قرار

پس باشند. ناصفر ͬ توانند م B′ در r + s تا r + ۱ ستون های

B′ =

۰ ۰ ۰
۰ B۰ ۰
۰ ۰ ۰


است. rank(B۰) = s با s× s ماتریس ͷی B۰ آن در که

صورت به A′ +B′ اکنون

A′ +B′ =

A۰ ۰ ۰
۰ B۰ ۰
۰ ۰ ۰


بنابراین است، آن قطری بلوک های رتبۀ مجموع برابر ماتریسͬ چنین رتبۀ است. قطری بلوک̞ͬ ماتریس ͷی که ͬ آید درم

rank(A′ +B′) = rank(A۰) + rank(B۰) = r + s.

پس ،rank(A′ +B′) = rank(A+B) طرفͬ از

rank(A+B) = rank(A) + rank(B)

شد. ثابت مطلوب و

۴


